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Аннотация. Исследованы свойства семейства обобщённых энтропий, заданного 
двухпараметрической мерой Шарма−Миттала, которое включает энтропию Тсаллиса, 
энтропию Реньи, энтропию Ландсберга−Ведрала, энтропию Гаусса  и классическую эн-
тропию Больцмана−Гиббса−Шеннона. Построена на базе статистики Шарма−Миттала 
модифицированная термодинамика неэкстенсивных систем, и показана её взаимосвязь 
с обобщёнными однопараметрическими термодинамиками, основанными на деформи-
рованных энтропиях семейства. Получено обобщение нулевого закона термодинамики 
для двух независимых неэкстенсивных систем при их тепловом контакте, вводящее в 
рассмотрение так называемую физическую температуру, отличающуюся от инверсии 
множителя Лагранжа β. Этот факт потребовал переопределения термодинамических 
соотношений, полученных в рамках статистики Шарма−Миттала, которое проведено в 
работе с учетом обобщённого первого закона термодинамики и преобразования Лежан-
дра. Наконец, на основе двухпараметрической информации различия Шарма−Миттала 
сформулированы и доказаны теорема Гиббса и Н-теорема Больцмана об изменении 
этих мер при эволюции во времени. 

TWO-PARAMETER FUNCTIONAL OF ENTROPY SHARMA-MITTAL 
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Summary. The properties of the family of generalized entropies given by the 

Sharm−Mittal entropy, which includes the entropy of Tsallis, the Renyi entropy , the 
Landsberg−Vedral entropy, the Gauss entropy, and the classical Boltzmann−Gibbs− Shannon 
entropy are investigated. Based on the Sharm−Mittal statistics, the two-parameter thermody-
namics of non-extensive systems is constructed and its interrelation with generalized one-
parameter thermodynamices based on the named deformed entropies of the family is shown. 
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A generalization of the zero law of thermodynamics is obtained for two independent non-
extensive systems at their thermal contact, introduce into consideration a so-called physical 
temperature different from the inversion of the Lagrange multiplier  . This fact has demand-
ed overdetermination of the thermodynamic relations received in frameworks statistics of 
Sharma−Mittala  which is spent in work taking into account the generalised first law of ther-
modynamics and transformation of Legendre. On the basis of the two-parametric information 
of Sharm−Mittal's difference, Gibbs's theorem and the H-theorem on the change of these 
measures in the course of time evolution are formulated and proved. 

1 ВВЕДЕНИЕ 

Статистическая энтропия Больцмана−Гиббса−Шеннона и основанная на ней класси-
ческая статистическая механика являются чрезвычайно полезным инструментарием 
при изучении широкого круга простых физических систем. Эти системы, для которых, 
безусловно, целесообразно использовать классическую статистику и разработанные на 
её основе теории, можно условно охарактеризовать малым диапазоном пространствен-
но-временных корреляций, эвклидовостью геометрии фазового пространства, марково-
стью случайных процессов, локальностью силового взаимодействия между элементами 
системы, эргодичностью динамических процессов и т.п. Такие системы хорошо описы-
ваются энтропией Больцмана−Гиббса−Шеннона и, как правило, следуют экспоненци-
альному закону вероятностных распределений состояния. 

Существует, однако, целый круг сложных системi) (природных, искусственных и со-
циальных), которые, в отличие от простых, характеризуются большой дальностью про-
странственно-временных корреляций, глобальностью силовых взаимодействий между 
элементами системы, иерархичностью (фрактальностью и мультифрактальностью) гео-
метрии фазового пространства, немарковостью процессов (эредитарностью), неэрго-
дичностью динамических процессов, наличием асимптотически степенных вероятност-
ных распределений. Довольно широкий класс подобных систем (хотя далеко не всех) 
адекватно описывается неэкстенсивной (неаддитивной) статистической механикой, ос-
нованной, в частности, на параметрических энтропиях Тсаллиса1,2,3 и Реньи4,5, которые 
сохраняют гносеологическую структуру (логическую схему построения) классической 
статистики (см., например,6-18). Важным преимуществом неэкстенсивных статистик по 
сравнению с классической статистикой Гиббса является асимптотический степенной 
закон распределения вероятностей (проявляющийся при максимизации соответствую-
щих параметрических энтропий), который не зависит от экспоненциального поведения, 
обусловленного распределением Гиббса. 

Неэкстенсивная статистика Тсаллиса успешно применяется ко многим сложным 
системам начиная от нелинейных диффузионных уравнений19, обобщенных кинетиче-
ских уравнений20,21, систем Фоккера−Планка22, H-теоремы Больцмана23-27, удельной те-
                                                 

i) Сложные системы состоят из многих элементов, частей, компонентов, подсистем, которые 
взаимодействуют между собой сложным (нелинейным) образом. В силу  характерного для мно-
гих сложных систем хаотического поведения, ограничивающего возможности детерминиро-
ванного описания, моделирование подобных систем возможно лишь в статистических терми-
нах, как то: плотность вероятности, математическое ожидание, дисперсия, ляпуновские показа-
тели и т.п. 
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плоемкости гармонического осциллятора28, квантовой статистики29, до изучения кос-
мических систем с дальним силовым взаимодействием30,31, межзвездной турбулентно-
сти32, эволюции астрофизических дисков33,34, скорости солнечного звука35, релаксации 
спинового стекла36, городской транспортной системы37, биофизики, экономики, нейро-
физики и т.д. 

Энтропия Реньи эффективно используется не только в физике фракталов и в теории 
информации7,38-51, но и в различных областях статистической механики, связанных с 
динамическим поведением сложных хаотических систем. Последнее связано с тем, что 
между теорией фракталов, опирающейся на геометрию и теорию размерности, с одной 
стороны, и теорией хаоса существует глубокая связь. Использование статистики Реньи 
привело к значительному прогрессу в исследованиях ряда аномальных физических яв-
лений, в частности, в теории черных дыр51, в ядерной физике52, при изучении фрак-
тальных и мультифрактальных систем в космологии31,40,41,53, в квантовой статистике54-56 
и т.д. Одновременно, наличие степенного закона в неэкстенсивной статистике позволи-
ло сконструировать неаддитивные термодинамики, в частности, на основе энтропии 
Тсаллиса7,11,57-60  и энтропии Реньи53,61,62. 

Несколько позднее в статистическую механику был введён новый функционал эн-
тропии − двухпараметрическая энтропия Шарма−Миттала63 (SM), которая, в частности, 
обобщает энтропии Больцмана−Гиббса−Шеннона, Реньи и Тсаллиса, посредством ма-
нипулирования двумя параметрами деформации, тем самым рассматривая эти энтропии 
как некоторые предельные однопараметрические случаи64,65-68. Свойства энтропии 
Шарма−Миттала были исследованы рядом авторов (см., например,66,69-73). Многие не-
экстенсивные однопараметрические энтропии, введённые в литературе в рамках обоб-
щённой статистической механики, относятся к семейству SM и, таким образом, могут 
изучаться по единообразной схеме. Среди них, упомянутые выше энтропии Больцма-
на−Гиббса−Шеннона, Реньи и Тсаллиса, а также энтропия Ландсберга−Ведрала74, Га-
уссова энтропия64 и некоторые другие.  

Энтропия Шарма−Миттала, введённая первоначально в теории информации, также 
была использована для построения термостатистики64. В работе69 были даны точные 
решения нестационарных уравнений Фоккера−Планка, связанных с энтропиями Реньи 
и Шарма−Миттала. В работах66,75 для получения обобщённых термодинамических со-
отношений на базе энтропии SM учитывалась гипотеза мультипликативности вероятно-
стного распределения совместной вероятности двух независимых систем.  

Целью данной работы является построение на основе неэкстенсивной статистиче-
ской механики обобщённых термодинамик, соответствующих однопараметрическим 
энтропиям, принадлежащим к семейству Шарма−Миттала. При этом осреднённые зна-
чения динамических параметров системы получены по нормированному эскортному 
распределению, которое обычно используется при статистическом рассмотрении хао-
тических сложных систем, состоящих из большого числа взаимодействующих частей. 
Однако в отличие от ряда известных работ (см., например,66,72,76), в которых подобные 
исследования по термодмнамике проведены с привлечением двукратно деформирован-
ных экспоненты и логарифма (введённых первоначально в теории информации Шарма 
и Митталем в 1975 г.), особенность данной работы состоит в том, что построение 
обобщённых неэкстенсивных термодинамик проведено с помощью более простых и 
хорошо изученных однократно деформированных функций – деформированного лога-
рифма и экспонента Тсаллиса.  
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2 ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ТИПЫ ЭНТРОПИЙ СЕМЕЙСТВА  
ШАРМА−МИТТАЛА 

Введённая Шарма и Митталом (1975) двухпараметрическая энтропийная мера 

случайной величины { }jp p  определяется формулой  
 

( 1)/( 1)

,

1 ( )
( ):

1

q r q
jjSM

q r

p
S p k

r

 





,                                                 (1) 

 

где , 0r q  , 1r q  , r q . В выражении (1) 1,...,W{ }j jp p   − дискретная функция 

распределения вероятностей состояния, а W  обозначает количество доступных в сис-
теме микросостояний; k  − постоянная Больцмана. 

Энтропийная мера (1) включает как классическую, так и деформированные одно-
параметрические энтропии, хорошо известные в литературе, в частности:  
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 энтропию Гаусса64 
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Экспонента Тсаллиса и деформированный логарифм. Далее мы будем широко 
использовать так называемые деформированные функции, в частности, деформирован-

ный логарифм ln ( )q x  и деформированную экспоненциальную функцию (экспоненту 

Тсаллиса) exp ( )q x , которые определяются следующим образом11: 
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где x , q ; выражение, стоящее в квадратных скобках, либо положительно, ли-

бо равно нулю, [ ] max( ,0)y y  . Из определения деформированной экспоненты Тсал-

лиса следует, что для 1q  , экспонента exp ( )q x  исчезает для 1/(1 )x q   , непрерыв-

на и монотонно увеличивается от 0  до  , когда x  увеличивается от 1/(1 )q   до  ; 

для 1q  , функция exp ( )q x непрерывна и монотонно увеличивается от 0  до  , когда 

x  увеличивается от   до 1/(1 )q , оставаясь расходящейся для 1/( 1)x q  .  

Легко проверить, что в пределе 1q  деформированные функции принимают стан-

дартный вид:  
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а так же, что 
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Можно также убедиться, что для деформированной экспоненты справедливы сле-
дующие соотношения: 
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Соответственно для деформированного логарифма ln ( )q x  имеем: 
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ln ( ) ln ( ) ln ( ) (1 )ln ( )ln ( )q q q q qxy x y q x y       ( ( , ); )x y q  .         (12) 
 

Приведенные соотношения будут использоваться далее. 
 

Энтропийный функционал Шарма−Миттала, как родоначальник семейства 
однопараметрических энтропий. Продемонстрируем теперь, что определяющие фор-
мулы для энтропий (1)-(6) связаны равенствами, представляющими чередования обыч-

ных ( ln , exp ) и деформированных (lnq , expq ) логарифмов и экспонент, заданных 

формулами (7) и (8).  
Используя обозначение 
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для так называемой обобщённой статистической суммы, перепишем выражения (3) и 
(4) для энропий Реньи и Тсаллиса в виде  
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Сопоставление этих выражений даёт их связь  
1
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из которой следуют связующие эти энтропии равенства 
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Формула (16) позволяет также получить равенства, связывающие энтропии Шар-
ма−Миттала и Ландсберга–Ведрала с энтропиями Тсаллиса и Реньи: 
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Таким образом, q -деформированный логарифм и экспонента Тсаллиса позволяют 

записать все перечисленные меры в компактной форме (16)-(19). Кроме этого, лако-
ничные соотношения (17)-(19) для энтропий облегчают нахождение предельных значе-
ний функционалов (1)-(6), по сравнению с их записью в явном виде. В частности, при 
использовании формулы (18) и соотношений (9*), легко найти следующие пределы: 
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Аналогично можно получить следующие предельные значения: 
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k k p p S p

q

 
  




 ,               (23) 

 1
1

1
( ) lim ln exp[ ( )] ( )LV R BGS

q q q
q

S p k k S p S p
 

    .                         (24) 

 

Наконец, используя соотношения (18) и (23), получим формулу для определения эн-
тропии Гаусса 
 

1q

1q
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 1 1
1,

1
( ) limln exp[ ( )] ln exp( )SM R BGS

q r r q r
q

S p k k S p k k S 
 

     

 

 1 exp ( 1) ln
( )

( 1)

j jj G
r

r p p
k S p

r

 
 




.                                 (25) 

 

Псевдоаддитивность энтропии Шарма−Миттала для независимых систем. По-
кажем, что подобно энтропии Тсаллиса, энтропия Шарма−Миттала подчиняется псев-
доаддитивному закону для двух статистически независимых системы. Пусть общая 
система характеризуется нормированным распределением вероятностей микросостоя-

ний 12 , 1,...,W{ }ij i jp p   и энтропией Шарма−Миттала 

 1
, 12 12( ) ln exp ( )SM Ts
q r r q qS p k k S p    .                                 (26) 

 

Для двух независимых систем справедливо мультипликативное распределение 

12 1 2p p p , где 1 1,...,W{ }i ip p   и 2 1,...,W{ }j jp p   относятся соответственно, к первой и 

второй системе. Подставляя распределение 12 1 2p p p  в (26) и учитывая формулы (10), 

(12) и (18), получим равенство 
 

, 12 1 2 1 2

1
( ) ln exp ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )SM Ts Ts Ts Ts

q r r q q q q qS p k S p S p q S p S p
k

         
  

 

1 2 1

1 1 1
ln exp ( ) exp ( ) ln exp ( )Ts Ts Ts
r q q q q r q qk S p S p k S p

k k k

                           
  

 

1 2 2

1 1 1
(1 )ln exp ( ) exp ( ) ln exp ( )Ts Ts Ts

r q q q q r q qk r S p S p k S p
k k k

                              
 

 

, 1 , 2 , 1 , 2

1
( ) ( ) (1 ) ( ) ( )SM SM SM SM

q r q r q r q rS p S p r S p S p
k

    ,                              (27) 

 

из которого следует свойство псевоаддитивности энтропии Шарма−Миттала для двух 
независимых систем. Параметр r  в (27) определяет степень неаддитивности энтропий 
из семейства Шарма−Миттала. Из этого выражения видно, что только для энтропий Ре-
ньи ( 1)r   и Больцмана−Гиббса−Шеннона ( , 1)r q   выполняется закон аддитивности.  

3 ЭКСТРЕМУМ ЭНТРОПИИ ШАРМА−МИТТАЛА  И НЕГИББСОВОЕ 
РАВНОВЕСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

Пусть рассматриваемая статистическая система с мерой Шарма−Миттала реализует-
ся двумя множествами: множеством всех состояний системы, описываемых распреде-
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лением вероятностей  1 ,..., Wp p p , и множеством динамических параметров 

 1( ) ,..., ,WT p T T  характеризующих систему. Будем далее считать, что средневзве-

шенное каждой случайной величины T  в состоянии с распределением p  определяется 

по формулеii)  
1: ( ) q

q j j q j jj j
T T f q c T p     ,                                      (28) 

где  

( ) : / /q q q
j j i j qi
f q p p p c                                            (29) 

 

− эскортное (нормированное) распределение77, которое обычно используется при рас-
смотрении хаотических, фрактальных и мультифрактальных систем. Легко показать, 

что распределения ip  и if  могут быть записаны в следующих эквивалентных формах  
 

1/
1/ 1/ 1/( ) /

q
q q q

i i q i jj
p f c p f f     , 

 

 1( ) exp ( 1) ( )q R
i i qf q p k q S p  ,  

 

Для определения равновесного распределения системы найдём безусловный экстре-
мум энтропии Шарма−Миттала  

 

 ( 1)/( 1) 1/( 1)
, ( ) 1 ln

1
r q qSM

q r q r q

k
S p c k c

r
       

                         (30) 

при заданности среднего значения qE  энергии системы и сохранении нормировки рас-

пределения p :  

: , 1q j j jj j
E f const p     .   

 

Согласно вариационному принципу Джейнса78, для нахождения вероятного распре-
деления необходимо вычислить безусловный экстремум функционала 
 

1/( 1)

( ) : ln /
q

q q q
r j j j j jj j j j

p k p p p k p


      
     ,                   (31) 

 

                                                 
ii) В связи с определением средневзвешенного значения случайной величины T отметим следующее: в 

неэкстенсивной статистике возможны три способа осреднения по распределениям: i, ,   ∑  
(см. Bibliography/ http://tsallis.cat. cbpf. br/biblio.htm). Эти способы осреднения, каждый из которых имеет 
свои преимущества и недостатки, определяют совершенно разные q-термодинамики, соответствующие 
тем или иным статистически аномальным системам. По этой причине выбор осреднения в физических 
приложениях носит принципиальный характер, поскольку он оказывается существенным при обработке 
экспериментальных данных49,64,66,68. 
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где параметры   и   являются неопределёнными множителями Лагранжа. Из условия 
равенства нулю первой вариации функционала  , получим равенство 
 

1 1 1( ) 0
1

r q

q q q
j q j j q

j q

kq
p c q p E k

p q c


   

      
 

,   

 

из которого следует 

1 1 1
,

,

1
1 (1 ) ( )q

j j q q r
q r

q
p k q E Γ

Γ q
  
   
        

    

 .                    (32) 

 

Здесь и далее используется величина ,q rΓ , определяемая соотношением 

1

1
, :

r

q
q r qΓ c


  .                                                            (33) 

 

Знак «тильды» у параметров системы означает их вычисление для равновесного рас-

пределения вероятностей jp .Заметим, что для энтропии Тсаллиса ,q r q qΓ c  ; для эн-

тропии Реньи ,1 1qΓ  ; для энтропии Ландсберга−Ведрала , 2 1 /q r q qΓ c   .  

Поскольку множители Лагранжа   и   имеют произвольные значения то, полагая  

 
1

,1

1 1

r
q rq q

jj

qΓq
p

q q


  

   ,                                         (34) 

 

запишем (32) в виде следующего негиббсового равновесного распределения с парамет-

ром ,q r  

1
1 1 1

, ,( ) 1 (1 ) ( ) q
j q r SM q r j qp Z k q E  


         

  

1 1
,exp ( )SM q q r j qZ k E       

 ,                                         (35) 

где 
1/(1 )

1/(1 )
SM

q
q q
j qj

Z p c


   
      

1
1 1

,1 (1 ) ( ) q
q r j qj

k q E 


          1
,exp ( )q q r j qj

k E                 (36) 

− статистический интеграл, определяемый из условия нормировки (31); параметр 

, ,/q r q rΓ   является обратной физической температурой в статистике Шар-

ма−Миттала (см. ниже). 
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При условии r q  из (35) следует выражение для равновесного распределения ве-

роятностей состояния jp  в статистике Тсаллиса 
 

1
1 111 1

( ) 1 (1 ) ( ) exp ( )q
j q q j q q q j q

Ts Ts

p k q E k E
Z Z

 


                 
 ,     (37) 

где  
1

1 11( ) 1 (1 ) ( ) exp ( )q
Ts q q j q q q j qj j
Z k q E k E 


                          (38) 

 

− статистический интеграл в статистике Тсаллиса; параметр /q qc     является обрат-

ной физической температурой системы, 1/ph qT   ;   − множитель Лагранжа, кото-

рый связан с ограничением на среднюю энергию в неэкстенсивной статистической ме-

ханике. При 11 (1 ) ( ) 0q j qk q E       имеем 0jp  , а при 1q   из (37) и (38) следу-

ет классическое каноническое распределение Гиббса  
 

   1 1( ) exp ( ) / exp ( )j j q j qj
p k E k E            .                   (39) 

 

В случае, когда 1r   из (35) следует равновесное распределение в статистике Реньи 
1

1 111 1
1 (1 )( ) exp ( )q

j j q q j q
R R

p k q E k E
Z Z

 


                
  .        (40) 

Здесь  
1

1/(1 ) 1 1( ) 1 (1 )( ) 0q q
R q j qj
Z c k q E  


                                   (41) 

− статистический интеграл; 1 /T   − обратная температура (изменяющаяся в преде-
лах допустимых значений). Таким образом, распределение вероятностей состояния ста-
тистического ансамбля неэкстенсивных систем с мерой Реньи, которые находятся в те-
пловом равновесии с внешней средой (термостатом) и могут обмениваться с ней энер-
гией при постоянном объёме и постоянном числе частиц, соответствует обобщённому 
каноническому ансамблю Гиббса (40). 

4 ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ ОБОБЩЁННОЙ РАВНО-
ВЕСНОЙ ТЕРМОДИНАМИКИ 

Приступим теперь к главной цели данной работы – конструированию равновесной 
термодинамики, основанной на неэкстенсивной статистике Шарма−Мит- тала. Важно 
иметь в виду, что макроскопический термодинамический уровень описания, исполь-
зующий немногочисленные статистические средние характеристики системы (парамет-
ры состояния), позволяет сжимать огромное обилие статистической информации, под-
лежащей обработке для получения детального описания поведения сложной системы.  
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Поскольку соотношение (18) справедливо также и для равновесного распределения 

jp , то для экстремального значения энтропии ,
SM

q rS  имеем 
 

(1 )/(1 ) 1

,

1 1
ln

1 1
SM SM

SM

r q r
q

q r r

c Z
S k k k Z

r r

   
  

 


,                        (42) 

 

а для квазиравновесной деформированной свободной энергии Гельмгольца ,q rF  и 

обобщённого статистического интеграла SMZ  справедливы следующие выражения 
 

, ,

1 1
: lnSM

SMq r q q r q rF E S E k Z   
 
   ,   

1/(1 )

0SM

q
q

j
Z p


 
  .             (43) 

 

С учетом (36) и (42) равновесное нормированное распределение (35) может быть пе-
реписано в следующем виде: 

1/(1 )

,

,

1 ( ) ( )
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q

q r j q

j q r
q

q E
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.                 (44) 

 

Здесь и далее используются обозначения: 1( ) : (1 )r k r   , 1( ) : (1 )q k q   . 

Учитывая соотношения (33) и (36), перепишем статистический интеграл SMZ  сле-

дующим образом: 
 

( 1) 1( ) exp ( )r

SM SMq j qj
Z Z k E          .                               (45) 

 

Дифференцируя теперь (45) по параметру  , с учётом формулы (10) получим 

    

 ( 1) 1

( 1)
( 1) 1 1 ( 1) 1
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( 1) 1 1
SM SM SM

q qq r r
q

E E
Z Z c k Z k  

 
   

 
 .                                 (46) 

 

Отсюда, с использованием соотношения (11), получим следующее выражение для 
дифференцированного деформированного логарифма: 
 

1ln SM SM
SM

rr Z Z E
Z k   

  
  


.                                        (47) 

 

С другой стороны, с учетом (42) и (45), будем иметь 
 

 ( 1) 1
, ln exp ( )SM r
q r r q SM j qj
S Z k E         ,                          (48) 

откуда следует 
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    (49) 

 

Таким образом, для равновесной термодинамики, построенной на базе энтропии 
Шар- ма−Миттала, справедливы следующие соотношения: 
 

, lnSM

SMq r rS k Z ,   , ,

1 1
lnSM

SMq r q q r q rF E S E k Z   
 

, 

 

, ln
SM

SMq r r

q q

S Z
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E E

 
  

 
,    

,( )q r

q

F
E

 



,    

ln SMq r
E Z

k
 

 
 

.          (50) 

 

(знак «тильды» здесь опущен)  

По поводу соотношений (50) важно отметить следующее: Величина SMZ  определя-

ется микроскопической энергией j  относительно средней энергии qE  системы (см. 

(36)). Однако, в случае использования новой величины 
SMZ


 
  

1ln lnSM SMr r qZ Z k E  


,                                           (51) 
 

(которая определяется микроскопической энергией j  относительно нулевой точки), 

соотношения равновесной термодинамики (50) принимают почти классическую форму 

 , ,
SM

q r q q rS E F   ,   ,
SM

q r qdS dE  , 
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, ln SMq r q

k
F Z 
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q

F
E

 



,   2 q

q

E
C


 


.                            (52) 

5 ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ РАВНОВЕСИЕ ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ СИС-
ТЕМ С ЭНТРОПИЯМИ ШАРМА−МИТТАЛА 

Рассмотрим тепловое равновесие двух независимых q -систем с энтропиями 

 , 1
SM

q rS p  и  , 2
SM

q rS p , представляющих собой общую замкнутую систему с постоянными 

значениями энтропии  12

12SM SMS S p  при 12 1 2p p p  и суммарной энергии 12( )qE p . 

Согласно свойству неаддитивности (27) энтропий в статистике Шарма−Миттала, эн-
тропию совокупной системы можно переписать в следующем виде:  

 

, 12 , 1 , 2 , 2 , 1( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )SM SM SM SM SM

q r q r q r q r q rS p S p r S p S p r S p              

 

, , 21( ) ( ) ( )SM SM

q r q rr S p S p .                                                      (53) 
 

Для нахождения осреднённой энергии 12( )qE p  совокупной q -системы воспользуем-

ся равновесным распределением (44) 
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 ,                                                (54) 

 

где [ ] : ( )j j qE      ─ флуктуация энергии частиц. При учёте условия мультиплика-

тивности 12 1 2p p p  и формулы (10) будем иметь 
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.                 (55) 

Поскольку знаменатели в правой и левой частях соотношения (55) одинаковы, то 
можно заключить, что 

12 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] ( ) [ ] [ ]j j j j jq              .                        (56) 

 

В этом соотношении необходимо использовать условие аддитивности осреднённых 
энергий 
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12 1 2

q q qE E E  ,                                                       (57) 

поскольку без этого предположения осреднённые величины системы будут зависеть от 
микроскопических величин, что является неприемлемым61. Тогда из (56) для микроско-
пических энергий получим следующее условие квазиаддитивности микроскопических 
энергий  
 

12 1 2 1 2( )i i i i iq                 .                                (58) 
 

Отметим, что именно наличие этого равенства является, в частности, той причиной, 
благодаря которой статистику на мере Реньи относят к неэкстенсивной статистической 
механике. 

Варьирование соотношений (53) и (57) для совокупной замкнутой системы с посто-

янными значениями энтропии , 12( )SM

q rS p  и энергии 12

qE приводит к равенству  
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для энтропии и равенству  
 

12 0qE   1 2
q qE E     

 

для средней энергии. Объединяя их, в итоге получим уравнение 
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,                                           (59) 

 

из которого, при учёте (33), (42) и (50), вытекает условие 
 

, 1 , 2

,
,1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )SM SM

q r q r

q r
q rr S p r S p Γ

  
   

   
,                          (60) 

 

означающее равенство физических температур ,q r  двух независимых q -систем при их 

тепловом контакте. Отношение эквивалентности (60) является обобщением нулевого 
закона термодинамики на неэкстенсивные системы, описываемые статистикой Шар-
ма−Миттала. Оно показывает, что в отличие от классического случая ( , 1)q r  физи-

ческая температура phT  не является обратной величиной множителя Лагранжа, 1 , но 

 ,, , ,1 / / 1 ( ) SM

q rph q r q r q rT Γ r S T Γ T        .                        (61) 
 

Важно иметь в виду, что такое переопределение эффективной температуры в стати-
стике Шарма−Миттала противоречит основным принципам классической термодина-
мики, где абсолютная температура T  является интенсивным параметром, а не функ-

88



A.V. KOLESNICHENKO

 

ционалом ( )phT p . В связи с этим сделаем следующее общее замечание. В большинстве 

неэкстенсивных систем важную роль играют длинномасштабные пространственно-
временные корреляции в фазовом или геометрическом пространстве. Это означает, в 
частности, что существенное значение имеет та часть внутренней энергии системы, ко-
торая связана с силовым взаимодействием отдалённых друг от друга её частей, а имен-
но потенциальная энергия. В классической статистике внутренняя энергия определяет-
ся, как правило, суммой кинетических энергий всех молекул совокупной системы. В 
такой системе «тепловой баланс» достигается в основном за счёт локального теплооб-
мена между близко расположенными её частями, т.е. «тепло» связано с передачей ки-
нетической энергии молекулами.  

Поскольку физическая температура phT  отвечает за «глобальный тепловой баланс» 

между различными частями системы, то её энергетический баланс будет сильно отли-
чаться от локального теплового баланса. Локальный баланс, как известно, можно оха-
рактеризовать абсолютной обратной температурой 1/T  , измеряемой термометром. 

Однако любое измерение физической температуры phT  нереально, что связано с нали-

чием коэффициента ,q rΓ , зависящего, согласно (33), от выбора параметров деформации 

q  и r  системы. 

Таким образом, обобщённый нулевой закон статистической термодинамики (60) по-
казывает, что физическая температура в статистике Шарма−Миттала отличается от ин-
версии множителя Лагранжа  . Этот факт требует переопределения термодинамиче-
ских соотношений (50) и (52), полученных в рамках статистики Шарма−Миттала. В ра-
боте15,79, в качестве основных предпосылок, взятых за исходный пункт подобного пере-
определения при построении модифицированной термодинамики Тсаллиса, выбраны 
первый закон термодинамики и структура преобразования Лежандра. Далее мы исполь-
зуем этот подход для переопределения некоторых термодинамических соотношений 
при построении модифицированной термодинамики Шарма−Миттала.  

6 ДЕФОРМИРОВАННЫЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ 

Прежде всего введём, по аналогии с физической температурой phT , физическое 

давление qhp  путём рассмотрения механического равновесия двух независимых q -

систем, представляющих собой общую замкнутую систему с постоянными значениями 

энтропии , 12( )SM

q rS p  и объёма 12 1 2V V V const   . В этом случае энтропия совокупной 

системы должна максимизироваться с фиксацией общего объёма. В результате будем 
иметь 

, 1 , 2

, 1 , 2

1 2( ) / ( ) /

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

SM SM

q r q r

SM SM

q r q r

ph

ph

pS p V S p V

r S p r S p T

   
 

   
,                                 (62) 

 

где php  − так называемое физическое давление, которое определяется соотношением 
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, ,

, ,

:
1 ( )

SM SM

q r q r

SM

q r

ph ph

ph
q r

T TS S
p

r S V Γ V

 
 

   
.                                  (63) 

 

Очевидно, что введённые таким способом физические температура и давление 
должны привести к модификации определения термодинамической энтропии Клаузиу-
са. 

Чтобы показать это, рассмотрим структуру преобразования Лежандра. Уравнение 

(50) , /SM

q r qS E     указывает на то, что параметры   и qE  образуют пару переменных 

Лежандра. Это приводит к следующему определению свободной энергии Гельмгольца 
(изохорно-изотермического потенциала) (см.(43) и (50)): 

 

1/(1 )
, , ln lnSM

SM

q
q r q q r q r q r qF E TS E kT Z E kT c          .                        (64) 

 

Это выражение, однако, неудовлетворительно с точки зрения деформированной тер-

модинамики. Свободная энергия должна зависеть от phT , а не от переменной 1T   .  

По аналогии с подходом, развитым в работе80, переопределим макроскопическую 
свободную энергию (64) следующим образом:  

1/(1 )
, ( ) ln q
q r ph q ph qF T E kT c      ,                                    (65) 

 

что отличается от соответствующего выражения в традиционной термодинамике. Ис-
пользуя соотношения (42), (33) и (61), можно убедиться, что переопределённая таким 

образом свободная энергия ,q rF  является функцией phT . Дифференцируя функцию ,q rF , 

в результате получим 

, ,
,

ln
1

SMph

q r q q ph q r
q r

Tk
dF dE c dT dS

q Γ

 
    

.                              (66) 

 

Если теперь использовать первый закон термодинамики 
 

q q phd Q dE p dV   ,                                                    (67) 
 

где qQ  − количество теплоты, подводимое к термодинамической q -системе (или отво-

димое от неё), то (66) можно переписать в виде 
 

, ,
,

ln
1

SMph

q r q ph q ph q r
q r

Tk
dF d Q p dV c dT dS

q Γ

 
     

.                       (68) 

 

Отсюда следует, что определение термодинамической энтропии Клаузиуса моди-
фицируется для неаддитивных систем следующим образом: 
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, , /SM

q r q r q phdS Γ d Q T .                                                      (69) 
 

Введём теперь в рассмотрение следующие характеристические функции: обобщён-

ную энтальпию q q phH E p V   и обобщённый термодинамический потенциал 

, ,q r q r phG F p V  . Заметим, что характеристические функции обладают следующим 

свойством: если известна характеристическая функция, выраженная через соответст-
вующие (свои для каждой функции) переменные, то из неё можно вычислить любую 
термодинамическую величину.  

В этом нетрудно убедиться. Из уравнений  
 

,
,

SMph

q q r ph
q r

T
dE dS p dV

Γ
  ,     

,
,

SMph

q q r ph
q r

T
dH dS VdP

Γ
  ,                (70) 

 

ln
(1 )q q ph ph

k
dF c dT p dV

q

 
    

,    , ln
(1 )q r q ph ph

k
dG c dT Vdp

q

 
    

    (71) 

 

следуют обобщённые термодинамические соотношения 

,

,

SM
q r ph

q q r

ph

S T

E F
p

V V

    
            

,   
, , ,
SM SM

ph

q q ph

q r q r q rV P

E H T

S S Γ

    
           

,                (72) 

,

,

SM
q r ph

q q r

ph phS T

H G
V

p p

    
           

,   
, ,

ln
(1 )

ph

q r q r

q
ph ph PV

F G k
c

T T q

    
           

.       (73) 

Уравнение для теплоёмкостей. Как известно, в классической термодинамике теп-
лоёмкость вещества в наиболее общем виде определяется следующим образом: 

 /z z
С T S T   . Здесь zС  − теплоёмкость в таком процессе, в котором сохраняется 

постоянным параметр z , где z  − любые обобщённые координаты. Наиболее распро-
странёнными являются изобарная и изохорная теплоёмкости: 

 

,

,

SM

ph

ph q r

p
q r ph p

T S
С

Γ T

 
    

,     
,

,

SM

ph q r

V
q r ph V

T S
С

Γ T

 
    

.                           (74) 

 

Так как в соответствии с формулой      / / /
z z z

y x y u u x        (справедливой 

для случая двух переменных, когда ( , )y y x z  и ( , )u u x z ) имеем 
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, ,
SM SM

ph ph ph

q r q r q

ph q php p p

S S H

T H T

       
                 

и   
, ,
SM SM

q r q r q

ph q phV V V

S S E

T E T

       
     

            
,       (75) 

 

а из (72) и (73) следует, что 
, ,
SM

ph

q r q r

q php

S Γ

H T

 
   

,   
, ,
SM

q r q r

q phV

S Γ

E T

 
 

  
, то соотношения (74)  

могут быть записаны в виде 
 

 /
ph

p q ph p
С H T   ,     /V q ph V

С E T   .                                   (76) 

Уравнение, устанавливающее связь между теплоёмкостями pС  и VС , можно полу-

чить следующим образом. В соответствии с соотношением81 

 

)

n y n nx

yz z x z

m x m y m

                                 
,                                       (77) 

 

являющимся следствием выражения для полного дифференциала функции ( , )z z x y , 

можно записать (полагая m x )  

, , ,
SM SM SM

phph ph

q r q r q r

ph ph phTP V P

S S S V

T T V T

         
                      

.                           (78) 

 

Отсюда, используя уравнение Максвелла ,( / ) ( / )SM

phq r T ph ph VS V p T    , получим 

 

2
,

ph

ph ph

p V
ph phq r V P

T p V
С С

T TΓ

    
            

.                                       (79) 

 

Это выражение может быть представлено в другом виде, если использовать связку 

трёх производных 1
y xz

yz x

x y z

     
           

 (следствие соотношения (77) при 

,m x n z  ), из которой следует  

     / / /
ph ph

ph ph ph phV p T
p T V T p V        .                          (80) 

 

С учётом (80) связь между теплоёмкостями приобретает классический вид:  
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2

2
,

/

ph ph

ph

p V
ph phq r P T

T V V
С С

T pΓ

    
      

       
.                             (81) 

 

Таким образом, стандартная форма термодинамических соотношений (72), (73) и 
(81) в термодинамике Шарма−Миттала позволяет заключить, что они остаются инвари-
антными относительно неаддитивной модификации их классических аналогов. Под-

черкнём важный факт, что температуры 1/T    и ,1 /ph q rT    не зависят от выбора 

нуля энергий, и поэтому они допускают физическую интерпретацию. Заметим, что в 
дополнение к структуре Лежандра различные другие важные теоремы и свойства оста-
ются q -инвариантными11. 

7 ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИНФОРМАЦИЯ РАЗЛИЧИЯ  
ШАРМА−МИТТАЛА. ОБОБЩЁННАЯ Н-ТЕОРЕМА БОЛЬЦМАНА 

Наряду с энтропией 
,
SM

q rS , информация различия Шарма-Миттала49  

   ,

1 1

1 11 1( : ) 1 ln
1

SM

q r

r

q q q qq q
j j r j jj j

k
K p u p u k p u

r


  

 
     

   
              (82) 

 

также относится к наиболее существенным статистическим характеристикам неэкстен-
сивной динамической q -системы. Являясь функционалом, она характеризует переход 

системы от состояния p  в состояние u , когда статистические наблюдения ведутся от-

носительно состояния p . 

Заметим, что при 1r  величина ,
SM

q rK  переходит в различающую информацию Ре-

ньи49  

1
, 1( : ) ( : ) : ln

1
SM R q q
q r q j jj

k
K p u K p u p u

q


  
  ,                              

а при q r  величина ,
SM

q rK  переходит в различающую информацию Ра-

тье−Каннаппана49 

 
1

1 1 1
, ( : ) ( : ) : 1 ln

1
SM RK q q q q q
q q q j j q j jj j

k
K p u K p u p u k p u

q
       

    .    

 

Выпуклость информации различия Шарма-Миттала. Различающая инфор-мация 

, ( : )SM
q rK p u  является вещественным, выпуклым и положительным (или отрицательным) 

функционалом с минимумом (максимумом) в зависимости от сочетания знаков пара-
метров деформации r  и q . Покажем это. Для некоторого действительного числа 0n   

имеем 
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1 1 1
1 , 0,

1

1 1 / , 0,

1 1 / , 0.

qn
если q

q n

n если q

n если q

 
  


  
  

                                      (83) 

Поэтому, например, для 0q   справедливо  неравенство  

  1
/ (1 )( / )

q

j j j jp u q q u p

   , 

при использовании которого получаем 

1 1
1 1 1

, 1 (1 ) 1 0
1 1

r r
q q q

j jSM
q r j jj j

j j

p uk k
K p p q q

r u r p

 
  

                                              

  ,     (84) 

если 1r  . Легко проверить, что имеют место следующие неравенства 
 

, ( : ) 0SM
q rK p u  ,  если 0, 1q r  , или 0, 1q r  ; 

, ( : ) 0SM
q rK p u  ,   если 0, 1q r  , или 0, 1q r  .                   (85) 

 

В частном случае, когда 1r , из неравенств (85) вытекают следующие  неравенст-

ва для различающей информации Реньи49 ( : )R

qK p u :  
 

( : ) 0, ( 0);R

qK p u q      ( : ) 0, ( 0)R

qK p u q  .                  (86) 
 

Важно отметить, что поскольку при u p  имеет место равенство , ( : ) 0SM
q rK p p  , то 

различающая информация Шарма−Миттала является функцией Ляпуноваiii)
.  

Для различающей информации Ратье−Каннаппана ( : )RK

qK p u  из (85) следует 
 

( : ) 0, ( 0);RK

qK p u q     ( : ) 0, ( 0);RK

qK p u q     ( : ) 0, ( 0)RK

qK p u q  ,    (87) 
 

т.е. выражение (87) удовлетворяет такому же основному свойству, что и энтропия 
Кульбака−Лейблера классической статистики, а потому может использоваться для тех 
же целей. Однако в данном случае имеется свобода выбора параметра ,q  что позволяет 

исследовать неэкстенсивные системы. 

                                                 
iii) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая функция, которая обращает-

ся в нуль в точке равновесия системы. Состояние равновесия является аттрактором, когда производная 
по времени от функции Ляпунова имеет знак, противоположный знаку самой функции. 
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Обобщённая Н-теорема в статистике Шарма−Миттала. Рассмотрим теперь замк-

нутую систему, для которой распределение jp  является произвольным, а распределе-

ние j ju p  − равновесным (см. (44)) 

1/(1 )

,1 ( ) ( )
q

q r j q

j j
q

q E
u p

c


         
  





.                                      (88) 

 

При использовании соотношений (8), (11), (30), (33) и (36) легко показать, что спон-
танный переход между этими состояниями описывается следующей различающей ин-
формацией Шарма−Миттала   

 
1

1 1
, ( : ) 1

1

r

q qSM q
q r j jj

k
K p p p p

r


 

 
   

   
   

 
1

11
1

,1 ( ) ( ) 1
1

r
rq

q q
q r q q

q

ck
q E E

r c





 
  

             
 

 


  

1/(1 ) 1
,

1/(1 )
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q
q q q r q q

r q
q

c k E E
k
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1/(1 ) 1/(1 )1
,

1 1
, , ,

1
ln exp ( ) ln

ln exp ( )SM SM

SM

q q
r q q q r q q r q

q q

q
q r q r q r q q r q q

k
k c k E E c
c c

Z S S kc k E E

 

 

        

        

  
 

  
          (89) 

c равенством , ( : ) 0SM
q rK p p   при распределении j jp p  . 

Если , 1q r , то из (89) вытекает следующее известное выражение для информации 

различия Кульбака–Лейблера ( ) : ln( / )KL

j j jj
K p,u k p p u   классической статистиче-

ской механики для случая спонтанного перехода системы от произвольного состояния с 
распределением p  к состоянию с каноническим распределением Гиббса48 

1 1exp( )j jp Z k     

 ( : ) ( ) 0KL BGS BGS

q qK p p S S E E                                             (90) 
 

характеризующее степень отклонения хаотической системы от полного равновесия.  
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При выполнении условия Гиббса82 q qE E   и с учётом свойства (85) знакоопределён-

ности информации различия , ( : )SM
q rK p p  из (89) следуют два неравенства:  

 1
, , ,( : ) 0SM SM SM

SM

q
q r q r q rK p p Z S S     ,   если 0, 1q r  , или 0, 1q r  ;    (91) 

 

 1
, , ,( : ) 0SM SM SM

SM

q
q r q r q rK p p Z S S     ,   если 0, 1q r  , или 0, 1q r  ,    (92) 

 

которые обобщают теорему Гиббса на неэкстенсивную статистику Шарма−Миттала. 

Согласно этой теореме, для замкнутой системы энтропия Реньи ,
SM

q rS 

, ( : )SM SM

q r q qS c К p p    возрастает (убывает) до экстремального её значения ,
SM

q rS
  при 

 0 0q q   одновременно с уменьшением (увеличением) положительной (отрица-

тельной) информации ( : )SM

qК p p . Таким образом, различающая информация представ-

лена здесь в виде отрицательного вклада в текущую энтропию Шарма−Миттала и по-
тому может быть названа негэнтропией83. 

Поскольку информация различия Шарма−Миттала является знакоопределенной 

функцией Ляпунова, то для того, чтобы состояние равновесия ,
SM

q rS
  было устойчивым, 

необходимо выполнение следующих неравенств 

 , ,1
, ( : ) 0

SM SM

SM

SM

q r q rq
q r

d S Sd
K p p Z

dt dt



  


 ,   если 0, 1q r  , или 0, 1q r  ;    (93) 

 

 , ,1
, ( : ) 0

SM SM

SM

SM

q r q rq
q r

d S Sd
K p p Z

dt dt



  


 ,  если  0, 1q r  , или 0, 1q r  .     (94) 

 

Из этих соотношений следует неравенство для энтропии Шарма−Миттала:  
 

, / 0SM

q rdS dt     при 0, 1q r  ,   или 0, 1q r  ,                       (95) 
 

, / 0SM

q rdS dt     при 0, 1q r  ,   или 0, 1q r  ,                     (96) 
 

которые выражают H -теорему для стохастической q -системы, описываемой энтропи-

ей Шарма−Миттала: при временной эволюции к равновесному состоянию энтропия 

замкнутой системы может как возрастать до экстремального её значения ,
SM

q rS
 , так и 

убывать в зависимости от выбора численных значений параметров неэкстенсивности q  

и r . 
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8 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исследования в области статистической механики и термодинамики неэкстенсивных 
систем приобрели в настоящее время значительный общетеоретический интерес в связи 
с проявлениями неэкстенсивных свойств в аномальных физических явлениях и важно-
стью приложений. В настоящей работе даётся логическая схема построения деформи-
рованных термодинамик неэкстенсивных систем, основанная на многопараметрической 
энтропии Шарма−Миттала. В отличие от ряда известных работ (см., например,72,76,84), в 
которых подобные исследования по термостатике проведены с привлечением двукрат-
но деформированных экспоненты и логарифма (введённых первоначально в теории 
информации Шарма и Митталем в 1975 г.), особенность данной работы состоит в том, 
что проведено построение обобщённых неэкстенсивных термодинамик с помощью бо-
лее простых и хорошо изученных однократно деформированных функций − логарифма 
и экспоненты Тсаллиса.  

В работе функционал Шарма−Миттала рассматривается как форматор семейства 
классической и деформированных однопараметрических энтропий, состоящего из эн-
тропий Реньи, Тсаллиса, Ландсберга−Ведрала, Гаусса и Гиббса. Все эти энтропии свя-
заны равенствами, представляющими чередования обычных (ln, exp) и деформирован-
ных (lnq, expq), логарифмов и экспонент. Показано, что энтропия Шарма−Миттала под-
чиняется псевдоаддитивному закону для двух статистически независимых систем. Най-
дено универсальное распределение степенного закона на основе максимизации двухпа-
раметрической энтропии Шарма−Миттала при заданных ограничениях на осреднённые 
значения параметров системы, полученные по нормированному эскортному распреде-
лению вероятностей.  

Построена на базе статистики Шарма−Миттала двухпараметрическая термодинами-
ка неэкстенсивных систем и показана её взаимосвязь с обобщёнными однопараметри-
ческими термодинамиками, основанными на указанных выше деформированных эн-
тропиях. Получено обобщение нулевого закона термодинамики для двух независимых 
неэкстенсивных систем при их тепловом контакте, вводящее в рассмотрение так назы-

ваемую физическую температуру ( )phT p  отличающуюся от инверсии множителя Ла-

гранжа  . Этот факт потребовал переопределения некоторых термодинамических со-
отношений, получаемых в рамках статистики Шарма−Миттала. В качестве основных 
предпосылок, взятых за исходный пункт нахождения деформированных термодинами-
ческих соотношений в работе были выбраны первый закон термодинамики и структура 
преобразования Лежандра. Наконец, на основе двухпараметрической информации раз-
личия Шарма−Миттала формулируются и доказываются теоремы Гиббса и Н-теорема 
об изменении этих мер при эволюции во времени. 

Отметим, что полученные таким образом модифицированные термодинамические 
соотношения соответствуют различным выражениям однопараметрических энтропий из 
семейства SM, имеют общий вид и могут быть  использованы при рассмотрении разно-
образных термодинамических процессов (необратимости, устойчивости, самоорганиза-
ции, фрактальности и т.п.) в замкнутых и открытых хаотических неэкстенсивных сис-
темах. 

Работа выполнена при поддержке Программы Президиума РАН № 28 и гранта 
РФФИ  № 18-01-00064. 
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