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Аннотация. В статье рассматривается при определенных условиях вопрос ограниченности 
предельных множеств субгармонических функций в произвольных точках единичной 
окружности и теоремы единственности для логарифмически-субгармонических функций. 
Подобного типа задачи ранее рассматривались в основном для мероморфных и голоморфных 
функций. 
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Abstract. In the article we study boundedness of cluster sets of subharmonic functions in specific 
conditions in arbitrary points of a unit circle and theorem of uniqueness for logarithmically 
subharmonic functions. Similar tasks have already been studied before mainly for meromorphic and 
holomorphic functions. 
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1 ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе изучаются при определенных условиях на последовательности точек 

 nz , содержащихся в единичном круге и стремящихся к точкам единичной окружности, 

ограниченность некоторых предельных множеств, существование угловых пределов и 
граничные теоремы единственности для некоторых классов субгармонических функций. 
Подобного типа задачи в основном ранее рассматривались известными математиками для 
мероморфных и голоморфных функций. Сошлемся только на часть этих работ (см. [1-10]). 
При изучении субгармонических функций возникают новые трудности и, как показывают 
примеры, без дополнительных условий утверждение известных теорем для мероморфных и 
голоморфных функций даже в случае нормальных субгармонических функций не имеют 
места. Изучаемые точки на единичной окружности, будут охарактеризованы как с помощью 
линейной меры, так и с помощью  понятия категорий. В дальнейшем будем придерживаться 
общепринятых обозначений (см., например, [4]). Обозначим через D  и   соответственно 
единичный круг | | 1z   и единичную окружность | | 1z  . Обозначим через ( , )L    

гиперцикл, проходящий через точки ie   ,   и который образует угол   с диаметром 
 , соединяющим точки   и  . Пусть 1 2( , , )H     область, ограниченная двумя 

гиперциклами 1( , )L    и 2( , )L   .  

Рассмотрим действительнозначную функцию ( )f z , определенную в D . Для 

произвольного подмножества S  круга D , для которого точка    является предельной 

точкой, обозначим через ( , , )C f S  предельное множество функции ( )f z
 в точке   

относительно множества S , т.е. ( , , ) ( ( ))C f S f S U    , где пересечение берётся по 

всем окрестностям ( )U   точки  , а черта означает замыкание множества относительно 

двухточечной компактификации R  множества ( , )R     в виде отрезка посредством 

добавления к точкам множества R  символов   и  . Точку    отнесём к 

множеству ( )F f , если ( , , ( ))C f    состоит из единственного значения  . В этом случае 

говорят, что функция ( )f z  имеет в точке    угловой предел . Множество ( )F f  

называется множеством точек Фату для функции ( )f z .  

Точку    относят к множеству ( )K f  для функции ( )f z , если  

1 2 1 2( , , ( , , )) ( , , ( , , ))C f C f            для любых углов 1 2( , , )   , 1 2( , , )    , 

где 1 2 1 2, , , ,
2 2

          
 

. Точка    называется точкой Мейера функции ( )f z  и 

относится к множеству ( )M f , если: ( , , ( , )) ( , , )C f h C f D R      для любой хорды 
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( , )h   . Скажем, что точка    является точкой Плеснера для субгармонических 

функций ( )f z , если для любых углов 1 2( , , )    и 1 2( , , )     предельные множества 

1 2( , , ( , , ))C f     , 1 2( , , ( , , ))C f       совпадают и 1 2( , , ( , , )) [ , ]C f         

для любых углов 1 2( , , )   . Множество точек Плеснера обозначим через ( )I f . 
Неотрицательная субгармоническая функция ( )f z  называется логарифмически-

субгармонической, если ( ( ))ln f z субгармоническая функция. Интерпретируя круг D , как 

модель плоскости в геометрии Лобачевского, обозначим через 1 2( , )z z  неевклидовое 

расстояние между точками 1 2,z z  из круга D : 

1 2

1 1
( , ) ln

2 1

u
z z

u
 




, где 1 2

1 21

z z
u

z z





. 

Понятие нормальной функции, рассмотренное для мероморфных функций и состоящее в 
свойстве порождать нормальное семейство на группе   всех конформных автоморфизмов 
области определения, было затем перенесено на гармонические и субгармонические функции 
(см., например, [11]). В случае единичного круга D  группа   состоит из элементов 

1{ ( ); ( ) ( ) (1 )iS z S z e z a az       , a  произвольная точка в D ,   произвольное 

действительное число} . Придерживаясь обозначений из работы [4] скажем, что 

действительнозначная функция ( )f z 𝔑, если на группе   всех конформных автоморфизмов 

единичного круга D  порождаемое ею семейство функций :{ ( ( )); ( ) }f S z S z T   

нормально в D  в смысле Монтеля , т. е. из любой последовательности { ( ( ))}nf S z  , 

семейства  , где ( )nS z T  можно извлечь подпоследовательность { ( ( ))}
knf S z , 

равномерно сходящуюся на любом компакте K  в D  или равномерно расходящуюся к   
или к   на K . 

Говорят, что функция ( )u z  подчинена субгармонической функции ( )f z , если имеет место 
соотношение 

( ) ( ( ))u z f z      (1)  

 где ( )z  есть аналитическая в D  функция, причем (0) 0, ( ) 1z   . Известно (см. [3]), 

что функция ( )u z  также будет субгармонической в D . Множество N    называют 

метрически плотным на некоторой дуге    , если линейная мера ( )mes N   

положительна для каждой дуги    .Выражение почти в каждой точке E   означает, 

что всюду на E , кроме некоторого множества, линейная мера которого равна нулю. 
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Множество E  называется множеством I  категории, если оно является объединением 
счетного семейства нигде не плотных множеств. Множество, не являющееся множеством I  
категории, является множеством II  категории. Множество E    называется остаточным 
множеством, если его дополнение до   I  категории. Для дальнейшего сформулируем 
известную теорему единственности для логарифмически-субгармонических функций 
(см.[12]). 

Теорема А. Пусть логарифмически-субгармоническая в D  функция ( )f z имеет угловые 

пределы, равные нулю на некотором множестве , 0E mes E   . Тогда ( ) 0f z  . 
 

2 ОГРАНИЧЕННОСТЬ ПРЕДЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ 

Рассмотрим следующую теорему. 

Теорема 1. Пусть субгармоническая в D  функция ( )f z  ограничена ( ) ,nf z K  где 

0, 1,2,...K n   на некоторой последовательности   , , 1,2,..., 1,n n n
n

z z D n lim z


    

1( , )n n
n
lim z z M 

        (2)  

 и каждая точка некоторого множества , 0,E mes E    является предельной для 

последовательности  nz . Если в некоторой точке   множества E  имеется такая 

гиперциклическая область ( , , ),H     для которой существует предел ( )
z
lim f z





  и 

неевклидовое расстояние от гиперциклов ( , )L    и ( , )L    до диаметра ,  

соединяющего точки   и  , больше или равно / 2M , то .K    

Доказательство. Не ограничивая общности можно считать, что множество E  целиком 

лежит на некоторой дуге 1   и что концевые точки дуги 1  являются предельными 

точками множества E . Идея доказательства впервые использована в работе [8]. 

Предположим противное, т.е. что .K   Рассмотрим вначале случай, когда ( ) .nf z K  

Тогда имеем, что начиная с некоторого номера N  все точки последовательности 

 , 1,2,..., ,n nz n z D   должны лежать вне области ( , , )H    . С другой стороны, из 

условий теоремы 1 следует, что точка   является предельной точкой для последовательности 
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 nz  и, значит, для бесконечного числа значений n  точки nz  и 1nz   лежат на 

противоположных гиперциклах ( , )L    и ( , )L    либо вне замкнутой области 

( , , )H    . Следовательно, для бесконечного числа значений n  1( , )n nz z M   , что 

невозможно в силу соотношения (2) . Полученное противоречие доказывает утверждение 

теоремы 1 в случае, когда ( ) .nf z K  Аналогично рассматривается случай ( )nf z K  .При 

этом предполагается, что K   и снова приходим к противоречию. 

Рассмотрим несколько следствий из теоремы 1. 

Следствие 1. Пусть субгармоническая в D  функция ( )f z  ограничена ( ) ,nf z K  

1, 2,...n   на некоторой последовательности точек  ,nz  1, 2,...,n  1,n
n
lim z


 множество 

предельных точек которой есть множество , 0E mes E   и 1( , )n n
n
lim z z M 

   . Если в 

некоторой точке E   существует угловой предел  , то K  . 

Замечание 1. Отметим, что даже у субгармонических функций ( )f z  𝔑 из 

существования углового предела   в некоторой гиперциклической области ( , , )H     в 

точке    не следует существование углового предела   в этой точке. Соответствующий 

пример приведен в работе [11]. 

Следствие 2. Пусть ( )f z  субгармоническая функция класса 𝔑 и удовлетворяет 

следующим условиям: 

1) ( ) , 1,2,...nf z K n  на некоторой последовательности 

 , , 1, 2,..., 1n n n
n

z z D n lim z


   ; 

2) множество предельных точек последовательности  nz  есть множество , 0E mes E  ; 

3) 1( , )n n
n
lim z z M 

   ; 

4) В каждой точке E   существует последовательность   1 2( , , )nt
     , такая, что 

1( , )n n
n
lim t t L  

   и ( )n
n
lim f t 

 . 
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Тогда почти в каждой точке E   функция ( )f z  имеет угловые пределы  , для 

которых K  . 

Доказательство. Обозначим через ( )F E K f   множество точек E   на  , в 

которых существуют соответствующие пределы   вдоль последовательностей  nt
 . 

Из условий следствия 2 следует, что 0mes F mes E  . В силу известного утверждения 

из работы [15] в каждой точке F   функция ( )f z  имеет угловой предел  . Отсюда 

утверждение следствия 2 следует из утверждения следствия 1. 

 

3 ГРАНИЧНЫЕ ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ЛОГАРИФМИЧЕСКИ-
СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В качестве применения теоремы 1 рассмотрим одну граничную теорему единственности 
для логарифмически-субгармонических функций. 

Теорема 2. Пусть логарифмически-субгармоническая в D  функция ( )f z  удовлетворяет 

условию ( ) 0n
n
lim f z


  по некоторой последовательности точек  , , 1, 2,...n nz z D n   

множество предельных точек есть множество 1, 0, ( , )n n
n

E mes E lim z z M 
       и в 

каждой точке E   существуют угловые пределы  . Тогда ( ) 0f z  . 

Доказательство. Действительно, рассматривая в теореме 1 в качестве K  любое сколь 

угодно малое положительное число 0  , согласно утверждению теоремы 1 получим, что 

0    , а, значит, в каждой точке E   0  . Согласно теореме A о единственности 

для логарифмически-субгармонических функций ( ) 0f z  , что и требовалось доказать.  

Следствие 3. Пусть ( )f z  логарифмически-субгармоническая функция и 

удовлетворяются все условия теоремы 2. Если функция ( )u z  подчинена в D  функции ( )f z , 

то ( ) 0u z  . 

Доказательство. Действительно из соотношения (1) следует, что ( ( ))ln u z  подчинена 

субгармонической функции ( ( ( )))ln f z  и, значит, согласно известному утверждению (см.[3]) 
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будет субгармонической функцией. Следовательно, ( )u z  логарифмически-

субгармоническая функция. Из соотношения (1) и из того, что (0) 0   и ( ) 1z   следует, 

что с помощью аналитической функции ( )z  произвольная замкнутая область G D , 

содержащая точку 0z  , отображается в замкнутую область 1 1G   , содержащую 

точку 0  . В силу утверждения теоремы 2 ( ) 0f z   и, значит, из соотношения (1) ( ) 0u z   

в любой замкнутой области G D . Отсюда следует утверждение следствия 3. 

Рассмотрим следующую теорему о существовании угловых пределов у субгармонических 
функций класса 𝔑. 

Теорема 3. Пусть ( )f z  субгармоническая функция класса 𝔑 и E  некоторое множество 

II  категории на некоторой дуге    . Допустим, что в каждой точке E   существует 

некоторая последовательность 1 2{ } ( , , ), ,n n
n

z lim z    


   для которой 

1( , )n n
n
lim z z M 

    и выполнены следующие условия: 

1) предельное множество ( , ,{ })nС f z  ограничено сверху; 

2) существует такое метрически плотное на   множество N , что для любой точки 

N  , существует такая последовательность { }nq
, для которой 

{ } ,nq 
1( , ) ,n n

n
lim q q L  

     1 2( , , ),nq       и ( , ,{ }).nС f q   

Тогда существует множество 2 2, 0,E mes E   в каждой точке которого функция ( )f z  

имеет угловые граничные пределы, равные  . 

Доказательство. Принимая во внимание, что для произвольной функции ( )f z , 

определенной в D , множество ( )K f II категории и ее дополнение до  I категории [3] 

получим, что множество ( )F K f E   является множеством II категории. Для 

субгармонических функций ( )f z 𝔑 известно (см. [15]), что если ( )K f  , то 

( , , ( )) ( , , ( , ))С f С f h       для любых углов ( )  и хорд ( , )h   . 

Из условия 1) согласно известному утверждению (см. [18]) в каждой точке Е   

предельные множества ( , , ( ))С f    для любого угла ( )  ограничены сверху и, 

следовательно, эти точки не являются точками Плеснера. 
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Исходя из известного разложения для субгармонических функций класса 𝔑 (см. [2]) все 

точки множества F , кроме, быть может, некоторого множества 1E E I категории, будут 

принадлежать множеству ( )M f . Так как любая субгармоническая функция класса 𝔑 

непрерывна, то предельное множество ( , , )С f D  замкнутое и связное множество. В силу 

теоремы Коллингвуда о максимальности (см. [1]) и определению точек Мейера  

( , , ( , )) ( , , ) (3)С f h С f D     

 в каждой точке 1\ E  . Так как предельное множество ( , , ( , ))С f h    (см.[18]) 

ограничено сверху, то в силу соотношения (3) предельное множество ( , , )С f D  также 

ограничено сверху в любой точке 1\F E  . Поэтому в каждой такой точке   существует 

некоторая окрестность ( )U  , в которой функция ( )f z  ограничена сверху. Обозначим через 
1  пересечение с указанной окрестностью на  . 

С помощью функции ( )z    конформно отобразим единичный круг 1 : 1D    на 

указанную окрестность ( )U  . Тогда функция ( ) ( ( ))f     субгармоническая функция, 

ограниченная сверху в круге 1D , и поэтому почти всюду на 1 : 1   имеет радиальные 

пределы. Так как при конформных отображениях почти всюду некасательные пути переходят 

в некасательные пути (см. [7]), то почти  в каждой точке  1 ( )mes K f    функция 

( )f z  имеет предел   по некоторому некасательному пути L . В силу известного 

утверждения о том, что если  1 ( )mes K f   , то (см. [15]) функция ( )f z  имеет угловой 

предел  , получим существование угловых пределов почти всюду на дуге 1 . 

Но с другой стороны, согласно условию 2) на множестве 1
2 2, 0E N mes E  , угловые 

пределы функции ( )f z  должны быть равны  , что и требовалось доказать. 

Из утверждения теоремы 3 следует еще одна теорема единственности для 
логарифмически-субгармонических функций класса 𝔑. 

Теорема 4. Пусть ( )f z  логарифмически-субгармоническая функция класса 𝔑 и 

E  некоторое множество II категории на дуге  . Допустим, что в каждой точке Е   
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существует некоторая последовательность 1 2{ } ( , , ), ,n n
n

z lim z    


   для которой 

1( , )n n
n
lim z z M 

    и выполнены следующие условия: 

1) предельное множество ( , , )nС f z  ограничено сверху; 

2) cуществует такое метрически плотное на 1  множество N , что для любой точки 

, 0 ( , ,{ })nN С f q   , где последовательность   1 2( , , )nq      , { } ,nq  и 

1( , ) .n n
n
lim q q L  

    

Тогда ( ) 0f z  . 

Доказательство. Действительно из утверждения теоремы 3 следует, что угловые пределы 

функции ( )f z  на некотором множестве , 0,E mes E  равны 0. Согласно теореме A о 

единственности логарифмически-субгармонических функций получим, что ( ) 0f z  .  

Замечание 2. Отметим, что теоремы, подобные теореме 4, рассматривались для 
мероморфных функций в работе [10]. 

Следствие 4. Пусть ( )f z  логарифмически-субгармоническкая функция класса 𝔑 и 

удовлетворяются все условия теоремы 4. Если функция ( )u z  подчинена в D  функции ( )f z , 

то ( ) 0u z  . 

Для доказательства следствия 4 проводятся те же рассуждения, что и при доказательстве 
следствия 3. 

4 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в настоящей работе получены теоремы об ограниченности предельных 
множеств, о существовании угловых пределов и о единственности некоторых классов 
субгармонических функций, определенных в единичном круге. Эти теоремы можно 
рассматривать как субгармонические аналоги известных теорем, полученных ранее для 
мероморфных и голоморфных функций, определенных в единичном круге. 

Благодарности: Работа выполнена при финансовой поддержке государственного комитета 
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