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Аннотация. В статье рассматриваются операторы A1α и A2α, обеспечивающие сжатие 
интегральных уравнений для потенциала q и функции запаздывания α. В статье 
доказывается, что для каждого из этих операторов существует шар, для которого этот 
оператор является оператором сжатия. Также в статье доказывается, что каждый из 
операторов отображает шар на себя.  
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Summary. The operators A1α and A2α, which provide compression of the integral equations 
for the potential q and the delay function α, are considered in this paper. In this article proves 
that for each of these operators there is a sphere for which this operator is a compression 
operator. Also in this article, it is proved that each of the operators maps the sphere onto itself. 
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1 ВВЕДЕНИЕ 
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2 СЖИМАЕМОСТЬ 

Рассматривающиеся далее операторы A1α и A2α, обеспечивающие сжатие 
интегральных уравнений для потенциала q и функции запаздывания α были введены в 
работе [1]. 

Лема 1. Для произвольных функций  tf1  и  tf2  имеем 
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(если в произведении П, нижний индекс больше верхнего, мы берем П 1 ). 

Доказательство. См [2]. 

Теорема 1. Оператор 1A  является оператором сжатия на шаре 
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то для первой суммы 1  имеем  
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                 11
2

1
1

1

0

1

1

2
1

1
1

1

00

...~~~~...
121

tdtdtdtqtqtqtq ll

t

t

ll

t i

k
k

l

ij
j

t l

i

l




















  



 

для 1,...,3,2  li . 
Мы определяем функцию 

                                              ,0,~,~max~ 2
1

1
11  ttqtqtq . 

Тогда 

                               
 
  

1 1

2
1

1

1
1

~~

lD

l

l

i
i

l

i
i Tdtqtq  

           









 




 


11

0

2
1

1
1

1

1
1

00

...~~~...
2

1

1

tdtdtdtqtqtq l

t

l

t

llj

l

j

t l 

 

           





















 1

2
11

0

2
1

1
1

1

1
1

00

...~~~...
1 11l

i
l

t

l

t

t

llj

l

j

t

tdtdtdtqtqtq
l i

i



 

           









 




 
 

11

0 0

2
1

1
1

1

1
1

00

...~~~...
2 11

tdtdtdtqtqtq l

t

l

t

llj

l

j

t l l

 

                 




  

 



2

1

1

0

2
1

1
1

1

1
1

00

~~~...
lt

l

t

llj

l

j

t

tdtqtqtq


    

                       




1

2

2
1

1
1

1

~~
l

i
l

t

t

ll tdtqtq
i

i

 

               




 



tdtdtdtqtq ll

t

ll

l

...~~
1

0

2
1

1
1

1

   

           








21

0 0

2
1

1
111

1

1
1

00

~~...~...
lt

llllj

l

j

t

tdtqtqtdtdtq


  

           .~~...~...
21

0

2
1

1
111

1

1
1

00
 


 





lt

lj

l

j

t

qqtdtdtq


 

Следующий абзац известен из интегрального учета функций нескольких 
переменных. Если функция  nxxxf ,...,, 21  соответствует условию 
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                                    
niiin xxxfxxxf ,...,,,...,,

2121  , 

где ),...,,( 21 niii  произвольная перестановка множества  n,...,2,1 . Тогда 

        
  

0

1221

0 00

1221

0 0

...,...,,......,...,,...!
11

dxdxdxxxxfdxdxdxxxxfn nn

x

nn

x n

. 

Функция  j

l

j
l tqQ 




 

1

1
11,1

~~
, очевидно, отвечает этому условию, поэтому 

        





 










21

0 0

11

1

1
1

00

11

1

1
1

00

...~...
!1

1
...~...

lt

lj

l

j
lj

l

j

t

tdtdtq
l

tdtdtq


 

            !1

~
~

!1

1~
!1

1
1

1
1

1 0

1

1

1 0

1 















 l

q
tdtq

l
tdtq

l

ll

j
jj

l

j
jj



. 

Отсюда следует 

                             
 
  









1 1

2
1

1

1
1

2

1 ~~

lD

l

l

i
i

l

i
i

l

l Tdtqtq  

                 
 

      2
1

1
1

~

2

1

12
1

1
1

~~1
!1

~
~~ 1 qqe

l

q
qq q

l

l




 







 

и 

                           
 

  


 


2 1

2
1

1

1
1

1

~~
l D

l

l

i
i

l

i
i

l

Tdtqtq  

              

       2
1

1
1

~

2

1

12
1

1
1

~~1
!1

~
~~ 1 qqe

l

q
qq q

l

l




 






 

следовательно 

         
      2

1
1

1

~

1
~~1

2

1
1 qqe q  

        и           2
1

1
1

~

1
~~1

6
1 qqe q 


. 

Далее 

   
              2

1
1

1

~~1
11

1
11

~~1
6

1
2

1~~ 11 qqeexqAxqA qq 



 





 , 

следовательно 

                 



  







 0

2
1

1
1

~~2
11

1
11

~~1
6

1
2

1~~ 11 dxqqeeqAqA qq  
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                                   2
1

1
1

~
2

~ ~~1
6

1
1

11 qqee qq 












 . 

Оператор 1A  является оператором сжатия если 

        11
6

1
1

11
~

2
~

 qq ee



 . 

Здесь мы можем выделить два случая. Первый, когда   1  и другой, когда   1 . 
В первом случае мы получаем 

         










3
6

1ln~
21 

q , 

а во втором 

                                            










3
6

1ln
1~

21 
q . 

Таким образом, мы имеем 

                                       






















3

6
1ln

1
,1max~

21q . 

Теорема доказана.      □ 

Теорема 2. Оператор 2A  является оператором сжатия на шаре 

    



























3

6
1ln

1
,1max~:~~

2222  qqK . 

Доказательство. Идентично доказательству теоремы 1, поэтому мы не будем его 
повторять.            □ 
 

3 ОТОБРАЖЕНИЕ “НА” 

Теорема 3. Оператор 1A  отображает шар 1
~
K  на себя. 

Доказательство. Из выражения для оператора 1A  мы заключаем, что 

          
      1

~

1

~

11
~1

6
~1

2

1~ 11 qeqexqA qq 





 , 

соответственно 

          
      1

~
2

1

~

11
~1

6
~1

2

1~ 11 qeqexqA qq 





 . 
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Предположим, что   111
~~ qxqA  . Таким образом, получаем для неравенства 

 
       11

~
2

1

~ ~~1
6

~1
2

1
11 qqeqe qq 




 .     (2) 

В дальнейшем мы будем рассматривать случаи    1,0  и     ,1 . 

Если   1 , то верхнее неравенство эквивалентно неравенству 

     12

~ ~
3

6
111 qe q














. 

Вводим функции   и   следующим образом:   1 tet  и     tt 












 23

6
1 . 

Так как   10  ,    


23

6
10


  и     000  , понято, что существует 

положительное решение 0  уравнения    tt   . Поэтому для всех  0,0 t  имеем 

   tt   . Мы заключаем, что каждый шар rK
~

 при  0,0 r , оператор 1A  

отображает на себя. Мы докажем что и шар 1
~
K  один из них. Поэтому должно быть 

доказано, что 

    02 3
6

1ln 











 . 

Этот факт равносилен неравенству 

     




















 3

6
1ln

3

6
1

3

6
222 

.    (3) 

Для   1  неравенство (3) будет иметь вид  

  




















 3
6

1ln
3

6
1

3
6

222 
 

Это неравенство является верным, что элементарно проверяется. Таким образом, 
доказано, что (3) действительно и для всех    1,0 . 

Пусть     ,1 . Аналогично предыдущей процедуре, мы заключаем, что 

оператор 1A  будет отображать на себя шар радиуса   










3
6

1ln
1

2
, если  

    




















 3
6

1ln
1

3
6

1
3

6
222 

.     (4) 

Последнее условие на самом деле представляет ограничение на значение функции 
задержки в точке  .         □ 
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Теорема 4. Оператор 2A  отображают шар 2

~
K  на себя. 

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 3. 

          □ 

4 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье [1] мы сформировали интегральные уравнения      xqAxfxq 1111
~~

  и 

     xqAxfxq 2222
~~

 , которые зависят от потенциала q и функции задержки α. В 

данной статье мы доказали, используя [6-17], что операторы 1A  и 2A  являются 

операторами сжатия ( 1A  на шаре 1
~
K , 2A  на шаре 2

~
K ) и “на” отображениях. Это 

означает, что существует единственное решение вышеупомянутых интегральных 
уравнений, т.е. существуют уникальные функции q и α, которые имеют абсолютно 
непрерывные производные на отрезке  ,0 , с условием   10  x , так что оператор 

 2
ijD  (см [3] и [4]) имеет собственные значения для точно заданных значений nij  (см 

[5]). 
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