








Перепишем через число Куранта 

Cогласно теоретическому исследованию, число Куранта лежит в пределах 
 при «замороженных» коэффициентах, однако в реальных расчётах 

следует использовать 

аналогичны). 
При  имеем: 

Из неравенств при  

I.V. POPOV 

 

 

 

 

 

Перепишем через число Куранта (для  аналогично):

 

 

 

огласно теоретическому исследованию, число Куранта лежит в пределах 
при «замороженных» коэффициентах, однако в реальных расчётах 

 для обеспечения устойчивости (для 

 

 

 

 

 

 получаем аналогичные значения для вязкости 

 

аналогично): 

огласно теоретическому исследованию, число Куранта лежит в пределах 
при «замороженных» коэффициентах, однако в реальных расчётах 

для обеспечения устойчивости (для  значения 

получаем аналогичные значения для вязкости : 

70



При удовлетворении вышеизложенным условиям, неравенства при 

выполняются автоматически.

Итак, полученные ограничения на величину искусственной вязкости:

Если при аппроксимации потоков использовать центральную разность, то при  

будем иметь 

Получим также ограничения на число Куранта:

Для  ограничение будет аналогичным.

При коэффициент имеет вид:

I.V. POPOV 

 

При удовлетворении вышеизложенным условиям, неравенства при 

выполняются автоматически. 

Итак, полученные ограничения на величину искусственной вязкости:

 

 

 

 

Если при аппроксимации потоков использовать центральную разность, то при  

 

 

 

 

Получим также ограничения на число Куранта: 

 

 

 

ограничение будет аналогичным. 

коэффициент имеет вид: 

 

При удовлетворении вышеизложенным условиям, неравенства при ,  

Итак, полученные ограничения на величину искусственной вязкости: 

Если при аппроксимации потоков использовать центральную разность, то при  
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Через число Куранта: 

Из неравенства для коэффициента при 

Для схемы с центральной разностью ограничения на величину искусственной 
вязкости имеют вид: 

6. ЭТАПЫ РАСЧЁТА 

На первом этапе находится предикторное решение по формуле

Далее по найденному решению 
искусственной вязкости: проверяются условия немонотонности решения отдельно по 
направлению x 

I.V. POPOV 

 

 

 

 

Из неравенства для коэффициента при получаем 

 

 

Для схемы с центральной разностью ограничения на величину искусственной 

 

 

 

 

 

На первом этапе находится предикторное решение по формуле 

 

Далее по найденному решению  определяются участки введения 
искусственной вязкости: проверяются условия немонотонности решения отдельно по 

Для схемы с центральной разностью ограничения на величину искусственной 

 

определяются участки введения 
искусственной вязкости: проверяются условия немонотонности решения отдельно по 
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и по направлению y 

На тех отрезках, для которых условия вы
на   

На остальных интервалах полагаем 

Далее расчёт ведётся по формуле 

Для искусственной вязкости используются следующие значения (

7. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Пусть в задаче Коши для линейного двумерного уравнения переноса

с финитным начальным условием

где       

I.V. POPOV 

 

. 

На тех отрезках, для которых условия выполняются, исходное уравнение заменяется 

 

На остальных интервалах полагаем , 

Далее расчёт ведётся по формуле  

 

Для искусственной вязкости используются следующие значения (

 

 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ 

задаче Коши для линейного двумерного уравнения переноса

 

 

с финитным начальным условием 

, 

 ,  

, 

полняются, исходное уравнение заменяется 

. 

 

: 

задаче Коши для линейного двумерного уравнения переноса 
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0 0r const  , скорости 

где . 

Функции 

 в плоскости : 
Для тестирования и сравнительного анализа использовались четыре типа функций 

, три из них (2 – 4) описаны также в 
решений, на левом рисунке  показаны линии уровня, на правом 

1. Прямоугольный параллелепипед

Рис. 4 Начальный профиль «прямоугольный параллел

2. Конус 

I.V. POPOV 

 и  задаются следующим образом: 

, 

, 

 определяют траекторию движения центра решения 

, , 
Для тестирования и сравнительного анализа использовались четыре типа функций 

4) описаны также в работе [1]. Ниже представлены виды точных 
решений, на левом рисунке  показаны линии уровня, на правом – видовая проекция.

Прямоугольный параллелепипед 

 

 

 

Рис. 4 Начальный профиль «прямоугольный параллелепипед»

 

определяют траекторию движения центра решения 

,  - . 
Для тестирования и сравнительного анализа использовались четыре типа функций 

]. Ниже представлены виды точных 
видовая проекция. 

 

епипед» 
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3. Конус без сектора 

Рис.6 Начальный профиль «конус без сектора»

4. Буква М 

I.V. POPOV 

 

Рис. 5 Начальный профиль «конус» 

 

 

Рис.6 Начальный профиль «конус без сектора» 
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Зададим следующие значения параметров:

7.1. ТЕСТ «ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ 

Проведём вычисления по 
пространственные шаги выберем единичными. Зададим начальный профиль в виде 

прямоугольного параллелепипеда, число Куранта равным 0.1, положим 
(используется минимальная вязкость).

Норма 

Интегральная 
Локальная 

Таблица 1. Значения норм разности точного и численного решения 
«прямоугольный параллелепипед»

Используем вариант аппроксимации потоков с разностью вперёд.
представлен вид профиля на моменты времени 50, 100 и 120: 

I.V. POPOV 

 

 

 

Рис.7 Начальный профиль «буква М» 

Зададим следующие значения параметров: 

 

 

 
 

ЕСТ «ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД» 

м вычисления по описанному методу в области, содержащей 200
пространственные шаги выберем единичными. Зададим начальный профиль в виде 

прямоугольного параллелепипеда, число Куранта равным 0.1, положим 
зуется минимальная вязкость). Табл. 1 содержит нормы точного решения.

С  
1 12000 
1 100 

Значения норм разности точного и численного решения для начального профиля 
«прямоугольный параллелепипед» на момент времени  при минимальной вязкости.

Используем вариант аппроксимации потоков с разностью вперёд.
представлен вид профиля на моменты времени 50, 100 и 120:  

 

 

описанному методу в области, содержащей 200x200 узлов, 
пространственные шаги выберем единичными. Зададим начальный профиль в виде 

прямоугольного параллелепипеда, число Куранта равным 0.1, положим  
Табл. 1 содержит нормы точного решения. 

 
109.545 

10 

для начального профиля 
при минимальной вязкости. 

Используем вариант аппроксимации потоков с разностью вперёд. На рис. 8 
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Рис. 8 Профиль «прямоугольный параллелепипед» в моменты времени

Рис. 9 Профиль «прямоугольный параллелепипед» в момент времени 

На рис. 9 представлена вертикальная проекция начального профиля на момент 
времени . Профиль сохраняет первоначальную форму.
значения норм разности между точным и численным решением на момент времени 

: 
 

Норма 

Интегральная 
Локальная 

Таблица 2. Значения норм разности точного и численного решения 
«прямоугольный параллелепипед»

Для сравнительного анализа будем использовать начальные профили «конус», 
«конус без сектора» и «буква М». Результат будем сравнивать в нормах С, 

I.V. POPOV 

 

Рис. 8 Профиль «прямоугольный параллелепипед» в моменты времени 50, 100, 120

 

Рис. 9 Профиль «прямоугольный параллелепипед» в момент времени 

На рис. 9 представлена вертикальная проекция начального профиля на момент 
Профиль сохраняет первоначальную форму. Табл. 2 содержит 

значения норм разности между точным и численным решением на момент времени 

С  
1.02703 2536.26 
1.00511 23.1132 

Значения норм разности точного и численного решения для начального профиля 
«прямоугольный параллелепипед» на момент времени 

Для сравнительного анализа будем использовать начальные профили «конус», 
«конус без сектора» и «буква М». Результат будем сравнивать в нормах С, 

 
50, 100, 120 

 

На рис. 9 представлена вертикальная проекция начального профиля на момент 
Табл. 2 содержит 

значения норм разности между точным и численным решением на момент времени 

 
38.9357 
4.3522 

для начального профиля 
. 

Для сравнительного анализа будем использовать начальные профили «конус», 
«конус без сектора» и «буква М». Результат будем сравнивать в нормах С,  

77



интегрально и локально со схемами П. Лакса
направленными разностями (описание данных схем представлено в приложении 1).

При расчётах величину искусственной вязкости будем регулировать с помощью 
параметра , задавая его значение для линейной комбинации 

Число Куранта (

. 
 

7.2. ТЕСТ «КОНУС» 

Табл. 3 содержит значения норм разностей точного и численного решения, 
полученного по методу АИВ, для начального профиля «конус» на момент времени 

, число Куранта равно 0.15, параметр 

Норма 
Интегральная 

Локальная 

Таблица 3. Значения норм 

 

Рис. 10

7.3. ТЕСТ «КОНУС БЕЗ СЕКТОРА

Полученные значения норм разности точного и численного решений для начального 
профиля «конус без сектора» представлены в табл. 4.

Норма 

Интегральная 0.

Локальная 0.7

Таблица 4. Значения норм разностей точного и численного решения

I.V. POPOV 

о и локально со схемами П. Лакса17, схемой с «лимитерами»
направленными разностями (описание данных схем представлено в приложении 1).

При расчётах величину искусственной вязкости будем регулировать с помощью 
, задавая его значение для линейной комбинации 

)  ограничивается сверху величиной 

Табл. 3 содержит значения норм разностей точного и численного решения, 
етоду АИВ, для начального профиля «конус» на момент времени 

, число Куранта равно 0.15, параметр .  

С  
0.492662 5956.67 
0.420144 61.5856 

Значения норм  разностей точного и численного решения
профиля «конус» 

 
 

Рис. 10. Тест «конус» на момент времени  

КОНУС БЕЗ СЕКТОРА» 

Полученные значения норм разности точного и численного решений для начального 
сектора» представлены в табл. 4. 

С  
0.874428 5760.59 

0.719869 54.781 

норм разностей точного и численного решения для начального профиля 
«конус без сектора» 

, схемой с «лимитерами»12  и схемой с 
направленными разностями (описание данных схем представлено в приложении 1). 

При расчётах величину искусственной вязкости будем регулировать с помощью 
. 

)  ограничивается сверху величиной  (

Табл. 3 содержит значения норм разностей точного и численного решения, 
етоду АИВ, для начального профиля «конус» на момент времени 

 
29.8267 
3.10825 

разностей точного и численного решения для начального 

 

Полученные значения норм разности точного и численного решений для начального 

 

32.8994 

3.34619 

для начального профиля 
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Рис. 11 Тест «конус без сектора» на момент времени 

7.4. ТЕСТ «БУКВА М» 

В табл. 5 представлены значения норм разностей точного и численного решения, 
полученного по методу АИВ, для начального профиля «буква М» на момент времени 

, число Куранта равно 0.15, параметр 

 
Норма С 

Интегральная 
Локальная 

Таблица 5. Значения норм разностей точного и численного решения

 

Рис. 12 Тест «буква М» на момент времени 

I.V. POPOV 

 

Рис. 11 Тест «конус без сектора» на момент времени 

 

В табл. 5 представлены значения норм разностей точного и численного решения, 
полученного по методу АИВ, для начального профиля «буква М» на момент времени 

, число Куранта равно 0.15, параметр . 

 
0.993475 10522.4 
0.776929 105.247 

норм разностей точного и численного решения для начального профиля 
«буква М» 

 
 

Рис. 12 Тест «буква М» на момент времени  

 

 

 

В табл. 5 представлены значения норм разностей точного и численного решения, 
полученного по методу АИВ, для начального профиля «буква М» на момент времени 

 
69.5198 
6.81835 

для начального профиля 
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8. ТЕСТЫ ДЛЯ СХЕМЫ С ЦЕНТРАЛЬНЫМИ РАЗНОСТЯМИ

Будем при аппроксимации потоков использовать центральную разность, проведём 
аналогичные расчёты. 

8.1. ТЕСТ «КОНУС» 

Для «конуса» получаем следующие значения норм (значения параметра 
Куранта прежние): 

 
Норма 

Интегральная 
Локальная 

Таблица 6. Значения норм 

Рис. 13 Тест «конус» на момент времени 

I.V. POPOV 

ЕСТЫ ДЛЯ СХЕМЫ С ЦЕНТРАЛЬНЫМИ РАЗНОСТЯМИ

Будем при аппроксимации потоков использовать центральную разность, проведём 

Для «конуса» получаем следующие значения норм (значения параметра 

С  
0.40745 2336.52 
0.389485 31.3716 

Значения норм для начального профиля «конус»

 

Рис. 13 Тест «конус» на момент времени  

ЕСТЫ ДЛЯ СХЕМЫ С ЦЕНТРАЛЬНЫМИ РАЗНОСТЯМИ 

Будем при аппроксимации потоков использовать центральную разность, проведём 

Для «конуса» получаем следующие значения норм (значения параметра  и числа 

 
13.442 
1.79619 

для начального профиля «конус» 

 

80



На рис. 13 видно, что в процессе расчёта происходит диссипация решения. 

8.2. ТЕСТ «КОНУС БЕЗ СЕКТОРА

Для конуса без сектора также наблюдается сильное падение амплитуды, начальный 
профиль «размывается». 

Норма 
Интегральная 

Локальная 

Таблица 7. Значения норм 

 

Рис. 14 Тест «конус без сектора» на момент времени 

I.V. POPOV 

На рис. 13 видно, что в процессе расчёта происходит диссипация решения. 

КОНУС БЕЗ СЕКТОРА» 

Для конуса без сектора также наблюдается сильное падение амплитуды, начальный 

С  
0.8562 3664.9 

0.511313 43.6331 

Значения норм для начального профиля «конус без сектора

 

Рис. 14 Тест «конус без сектора» на момент времени 

 

 

На рис. 13 видно, что в процессе расчёта происходит диссипация решения.  

Для конуса без сектора также наблюдается сильное падение амплитуды, начальный 

 
24.9678 
2.76011 

без сектора» 
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8.3. ТЕСТ «БУКВА М» 

При начальном профиле «М» наблюдается сильное «размазывание» решения, 
значительное уменьшение амплитуды.

Норма 
Интегральная 

Локальная 

Таблица 8. Значения норм 

Рис. 15 Тест «М» на момент времени 

I.V. POPOV 

 

профиле «М» наблюдается сильное «размазывание» решения, 
значительное уменьшение амплитуды. 

С  
0.994375 16663.9 
0.832268 162.598 

Значения норм для начального профиля «буква М

Рис. 15 Тест «М» на момент времени  

профиле «М» наблюдается сильное «размазывание» решения, 

 
80.0625 
7.89453 

буква М» 
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При использовании варианта аппроксимации потоков с центральной разностью, 
начальный профиль становится колоколообразным, амплитуда сильно уменьшается. 
При аппроксимации потоков с использованием разности вперёд начальные профили 
сохраняют форму, амплитуда п

Сравним полученные результаты с вышеперечисленными схемами из 
При использовании схемы с направленными разностями и схемы П. Лакса для любых 
формах поверхности начального условия наблюдается «размазывание» численного 
решения на достаточно большое число интервалов разностной сетки и уменьшение его 
амплитуды. Результаты, полученные в данной работе для схемы с вариантом 
аппроксимации потоков с использов
схемы с «лимитерами». Ниже приведё
начального профиля «конус», результаты для профилей «конус без сектора» и «буква 
М» представлены в табл. 10 и табл. 11 соответственно.
 

Норма С
АИВ «лимитеры»

Интегральная 0.492662 
Локальная 0.420144 

Таблица 9. Значения норм 

Норма С
АИВ «лимитеры»

Интегральная 0.874428 
Локальная 0.719869 

Таблица 10. Значения норм 

 

Норма С
АИВ «лимитеры»

Интегральная 0.993475 
Локальная 0.776929 

Таблица 11. Значения норм 

 

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Построенные схемы для уравнения переноса обладают свойством 
консервативности. 

2. Разностные операторы градиента и дивергенции 
самосопряженными. 

3. Результаты тестовых расчётов для схемы, построенной с использованием 
разности вперёд, оказались близки к аналогичным значениям для схемы с 
«лимитерами». Численные решения, полученные по схеме, построенной с 

I.V. POPOV 

При использовании варианта аппроксимации потоков с центральной разностью, 
начальный профиль становится колоколообразным, амплитуда сильно уменьшается. 
При аппроксимации потоков с использованием разности вперёд начальные профили 
сохраняют форму, амплитуда понижается слабее.  

Сравним полученные результаты с вышеперечисленными схемами из 
При использовании схемы с направленными разностями и схемы П. Лакса для любых 
формах поверхности начального условия наблюдается «размазывание» численного 

на достаточно большое число интервалов разностной сетки и уменьшение его 
амплитуды. Результаты, полученные в данной работе для схемы с вариантом 
аппроксимации потоков с использованием разности вперёд, близки к
схемы с «лимитерами». Ниже приведём значения норм. Табл. 9 содержит значения для 
начального профиля «конус», результаты для профилей «конус без сектора» и «буква 
М» представлены в табл. 10 и табл. 11 соответственно. 

С  
«лимитеры» АИВ «лимитеры» АИВ

0.45 5956.67 5704.77 29.8267
0.43 61.5856 54.47 3.10825

Значения норм для начального профиля «конус»

С  
«лимитеры» АИВ «лимитеры» АИВ

0.87 5760.59 4719.94 32.8994
0.85 54.781 48.29 3.34619

Значения норм для начального профиля «конус без сектора

С  
«лимитеры» АИВ «лимитеры» АИВ

0.96 10522.4 7914.47 69.5198
0.91 105.247 72.48 6.81835

Значения норм для начального профиля «конус без сектора

Построенные схемы для уравнения переноса обладают свойством 

Разностные операторы градиента и дивергенции для построенных схем являются 
 

Результаты тестовых расчётов для схемы, построенной с использованием 
разности вперёд, оказались близки к аналогичным значениям для схемы с 
«лимитерами». Численные решения, полученные по схеме, построенной с 

При использовании варианта аппроксимации потоков с центральной разностью, 
начальный профиль становится колоколообразным, амплитуда сильно уменьшается. 
При аппроксимации потоков с использованием разности вперёд начальные профили 

Сравним полученные результаты с вышеперечисленными схемами из работы1 [1]. 
При использовании схемы с направленными разностями и схемы П. Лакса для любых 
формах поверхности начального условия наблюдается «размазывание» численного 

на достаточно большое число интервалов разностной сетки и уменьшение его 
амплитуды. Результаты, полученные в данной работе для схемы с вариантом 

анием разности вперёд, близки к результатам 
м значения норм. Табл. 9 содержит значения для 

начального профиля «конус», результаты для профилей «конус без сектора» и «буква 

 
АИВ «лимитеры» 

29.8267 35.73 
3.10825 3.67 

для начального профиля «конус» 

 

 
АИВ «лимитеры» 

32.8994 33.28 
3.34619 3.67 

без сектора» 

 
АИВ «лимитеры» 

69.5198 56.87 
6.81835 5.35 

без сектора» 

Построенные схемы для уравнения переноса обладают свойством 

для построенных схем являются 

Результаты тестовых расчётов для схемы, построенной с использованием 
разности вперёд, оказались близки к аналогичным значениям для схемы с 
«лимитерами». Численные решения, полученные по схеме, построенной с 
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использованием центральной разности, существенно уступают по точности схеме, 
использующей разность вперёд. 
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Summary. In this paper we present posibilites to use the ‘Cinderella’ software in theory of 
curves and vector fields visualizations as well as in understanding their mechanical and 
geometric characteristics. These objects are extensively studied in physics, medicine and other 
sciences. The use of ‘Cinderella’ is exemplified in animation of cardioid, astroid, cubic 
curves, quadratic curves and their singularities. We emphasize the educational role of this 
software and application of its language ‘SindyScript’ and illustrate the way in which physical 
processes are modelled by the means of “Cinderella’ software. 
 

1 INTRODUCTION 
Cinderella is a free software package for doing dynamic geometry on computer initialy 

developed by Jürgen Richter-Gebert. In a very first stage of development software was 
created in Objective-C on NeXT platform. Later, it was rewritten in Java by Jürgen Richter-
Gebert and Ulrich Kortenkamp. 

The application areas of ‘Cinderella’ reach from pure Euclidean geometry via physics 
to kinematics and computer-aided design. The important distinction of ‘Cinderella’ to other 
software is that it keeps track of your construction steps and is able to re-do them, even for a 
different placement of the base elements. It is possible that, after you have made a sketch, 
pick a point and drag it to some other position and the rest of construction is updated during 
the move which enables the valid instance of geometric construction. Beside alowing us to 
make drawing which look nice and to have access to elements that lie outside the drawing 
region, this feature is even more useful when we finished construction and want to explore 
geometric properties of it. 

The benefits using ‘Cinderella’ are much more visible in it’s version ‘Cinderella.2’ 
which offers a completely new suite of application. In this ‘Cindrella’ version powerful 
engine for physical simulations called ‘CindyLab’ is provided. ‘CindyLab’ is the part of 
Cinderella which enables us to create simulations of physical experiments with a few mouse 
clicks, no matter if it is simple or very complex physical scenarios. The basic model behind 
this simulations in ‘Cinderella’ is a particle/forces model.There are particles with certain 
masses that behave according to Newtons laws of motion. At the same time there is a variety 
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of forces such as springs, gravity, magnetic fields, walls, etc. that influence the movement of 
the particles. A wide range of experiments can be simulated using this model. 

If we going further, ‘Cinderella’ isn’t just software for dynamic geometry and physical 
simulation. A programming enviroment named ‘CindyScript’ is significant enhancement to 
Cinderella which represent very powerful and easy to learn functional language. It is designed 
primarily with the intention to allow high-level interaction with geometric constructions or 
physical simulations created in ‘Cinderella.2’. Nevertheless, it can also be used as a 
standalone language for performing mathematical calculations. 

In the following section we will emphasize and give a brief overview of the main 
‘Cinderella’ applications. 

 

2 MAIN ‘CINDERELLA’ CHARACTERISTICS 
A unique trait which is possible due to mathematical foundation of ‘Cinderella’ is 

capability to view a single construction in different geometrical interpretations at the same 
time. This feature maintained an abstract model of the construction which can be displayed 
through one or more windows. 

2.1 Euclidean plane and spherical projection 
Tipes of geometry which are present in latest ‘Cinderella’ version are Euclidean geometry, 

hyperbolic geometry, and elliptic geometry. User can switch among these three geometries by 
pressing the button        for Euclidean geometry,         for hyperbolic geometry, or      for 
elliptic  geometry. 

Since the Euclidean view is the usual drawing surface, it is default view at startup 
‘Cindrella’.  It is the natural window for doing Euclidean geometry. 

 
 

Figure 1: Pascal's theorem in a Euclidean and Spherical view [3] 
 

The spherical view arises from a projection of the Euclidean plane onto the surface of a 
ball. The center of the projection is the center of the sphere. The plane does not pass through 
the center. 

Euc Hyp Ell
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This projection maps each point to an antipodal pair of points on the sphere. Each line is 
mapped to a great circle (an equator) on the sphere. The incidence structure is preserved. 
Working with the spherical view allows elements at infinity to be manipulated. They lie on 
the boundary of the image of the unrotated sphere. The spherical view is a natural way to 
represent elliptic geometry. Measurement of angles between lines corresponds to measuring 
angles on the sphere. Measuring distances corresponds to the usual geodesic measurement of 
distances on the sphere, keeping in mind that antipodal points are identified with each other. 

 
Figure 2: Hyperbolic circles of equal size [3] 

The hyperbolic view is the natural view for hyperbolic geometry. In fact, doing hyperbolic 
geometry is the main reason for opening a hyperbolic view. The hyperbolic view represents 
an implementation of the Poincaré disk model of hyperbolic geometry. In this model the 
(finite part of the) hyperbolic plane is represented by a disk. Each line is represented by a 
circular arc that is orthogonal to the boundary of this disk. The measurement of angles 
between lines is conformal. This means that you can read off angles by measuring Euclidean 
angles between the circular arcs. The measurement of distances is such that the elements on 
the boundary are “infinitely far away” from any other point on the disk. If you “walk” in 
hyperbolic unit steps in one direction, you will never reach the boundary. In the disk, the steps 
seem to become smaller and smaller (in Euclidean measurement). 

 
Figure 3: The animation of epicycles in ‘Cinderella’ [2] 
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3 PROGRAMMING WITH ‘CindyScript’ 
 

The following section summarizes the most fundamental concepts of ‘CindyScript’. 
‘CindyScript’ make all calculations by executing functions. Every function takes the 
argument and return output value. In order to define function in ‘CindyScript’ user have to 
specify the name of a function, provide a parameter list and write down the body of a 
function. For example, function which calculates the sum of the first n squares we define as 
follows: f(n):=sum(1..n,i,i^2). 

Mathematical operators in ‘CindyScript’ can be applied to numbers and lists. Integer, real 
and complex numbers can be added, subtracted, multiplied, divided and taken to the power 
with the operators +, -, *, /, ^. Elementary mathematical functions are also avaliable. For 
example, square root, exponential function and natural logarithm can be obtained by 
functions:sqrt(<expr>), exp(<expr>), log(<expr>). The standard trigonometric 
functions are available through the following operators: sin(<expr1>), 
cos(<expr1>), tan(<expr1>), arcsin(<expr1>), ... 

Writing a sequential code in ‘CindyScript’ is not so different from writing code in 
sequential programming languages such as C or Java. In what follows, we will exemplify how 
conditional branching and various kinds of loops can be generated in ‘CindyScript’. The 
conditional operator with sintax if(<bool>,<expr>) act in a way that the expression 
<expr> is evaluated if the Boolean condition <bool> evaluates to true. Otherwise, ____ is 
returned. In following paragraph we will describe while loop which evaluates the expression 
<expr> as long as the condition <bool> is true [3]. 
 

 

 

 

 

 
 

 

3.1 Linear Algebra with ‘CindyScript’ 
As one of most important branch of mathematics, Linear Algebra concerne study of linear 

sets of equations and allows the analysis of rotation in space, least square fitting as well as 
many other problems in mathematics, physics and engineering. Since matrix and determinant 
are extremely useful tools of linear algebra, there are the most fundamental and elementary 
concepts of ‘CindyScript’. 

For vectors and matrix representation in ‘CindyScript’ we use lists of elements which can 
be created by placing the elements in square brackets, separatedby commas. For 
example,[1,2,5,0,-2] is a list of numbers and [“a“,“b“,“3“] is a list of strings. The 

x=0; sum=0; 
Expression=while(x<4, 

x=x+1; 
sum=sum+x; 
println(x+" --> "+sum); 
sum 

); 
println(Expression); 
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list whose all elements are numbers we call a “number vector”.  If the elements of a list are 
again lists, and if all these lists have the same length, then such a list is called a matrix. 
Whether a certain list is a number vector or matrix can be tested with the operator 
isnumbervector(<expr>) or ismatrix(<expr>). 

Besides addition and multiplication, as described earlier in this section, there are also 
several arithmetic operations from linear algebra that are responsible for vector and matrix 
administration. In what follows, we provide some examples of this operators. 

Dimensions of a matrix we can easily calculate using function matrixrowcolum 
(<matrix>). Operator which returns transpose of a matrix is transpose(<matrix>). 
Functions row(<matrix>,<int>) and column(<matrix>,<int>) gives rows and 
columns of a matrix at position <int> as a vector. Furthermore, extracting a submatrix of a 
matrix is available using function submatrix(<matrix>,<int1>,<int2>). Resulting 
submatrix is obtained by deleting the column with index <int1> and the row with index 
<int2>. These functions are illustrated in a next example. 
Expression  Result 

matrixrowcolum([[8,7,6],[1,2,3],[9,12,15]]) [3,3] 

transpose([[8,7,6],[1,2,3],[9,12,15]]) [[8,1,9],[7,2,12],[6,3,15]]

row([[8,7,6],[1,2,3],[9,12,15]],2) [[1,2,3]] 

column([[8,7,6],[1,2,3],[9,12,15]],3) [[6,3,15]] 

submatrix([[1,2,4],[3,2,3],[1,3,6],[5,4,7]],2,3)[[1,4],[3,3],[5,7]] 

 
As an extremely important function, determinant can be used for many purposes. Operator 

that calculates the determinant of a square matrix is det(<matrix>). If we observe the 
square invertible matrix we can calculate the inverse of that matrix using function 
inverse(<matrix>). Adjunct and eigenvalues of a square matrix are calculable with 
opertators adj(<matrix>)and eigenvalues(<matrix>). We will use the next 
example to show application of these functions in ‘CindyScript’. 
Expression  Result 
m=[[1,1,1],[2,3,-2],[1,1,2]]; 
println(eigenvalues(m)); 
println(det(m)); 
println(inverse(m)); 

[0.1067,2.9466 - i*0.8297,2.9466 + i*0.8297] 
1  
[[8,-1,-5],[-6,1,4],[-1,0,1]] 

 
The following example is given to show how we can use ‘CindyScript’ for solving a 

linear equation. The ‘Cinderella’ operator linearsolve(<matrix>,<matr-
ix>)calculates a solution x of the systemof equations Ax=b. The matrix A must be square (n 
times n) and invertible and b can either be an n dimensional vector, it can be a matrix with n 
rows.  
Expression  Result 
m=[[1,1,0],[0,1,0],[0,1,1]]; 
x=linearsolve(m,[2,3,4]); 
println(x); 
println(m*x); 

[-1,3,1] 
[2,3,4] 
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Next pharagraph shows the way in which ‘CindyScript’ can be used for numerical 
calculation such as the derivative of a function and construction a tangent to a given function. 
The picture below demonstrate the ‘CindyScript’ code and the resulting image created by the 
program [2]. 

 

f(x):=(x+3)*(x+1)*(x-5)*0.1; 

g(x):=d(f(#),x); 

plot(f(x)); 

plot(g(x),color->[1,0,0]); 

t=tangent(f(#),A.x); 

draw(t,color->[0,0.51,1]); 

 

 

 

Figure 4a: Code which demonstrates the 
use of the ‘CindyScript’ operators 

 
Figure 4b: A graph of functions f(x) and g(x) 

 

tangent to a function f(x)

 
Figure 4c: A tangent to a function f(x) 

f(x)=0.5(x+3)(x+1)(x-5)

g(x)=f’(x)
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 4 CindyLab 

 As we mentioned in the Introduction, ‘CindyLab’ is a part of ‘Cinderella’ which enable us 
to create and simulate physical experiments. 

 Similar to  geometric part of ‘Cinderella’, drawing a physical experiments means adding a 
objects such as mass, free points, gravity, walls, sun, fixed planets, etc. As soon as a physical 
object is added, an animation control panel appears in the geometric view. Pressing the play 
button starts the physics simulation. If a velocity was assigned to the mass, the mass will start 
moving automatically. If the mass is influenced by forces or from Gravity, the velocity of the 
mass will change according to the force while the mass is moving. 

 The basic properties of all physics objects can be set and changed using the physic tab of 
the Inspector. In ‘Cinderella’ software Insector presents a central controlling unit for all 
properties of a configuration and its objects, and physics insector for generic a mass looks as 
on a next Figure. The following table is given to show the main object for doing physics 
experiments in ‘CindyLab’. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5: Physics Inspector in 'CindyLab’ 

 
Free Mass 

 
Velocity 

 
Gravity 

 
Sun 

 
Magnetic Field 

 
Spring 

 
Floor 

 
Bouncer 

Table 1: Physics objects in ‘CindyLab’ 
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 In the following picture we give an example of a physics simulation with ‘CindyLab’. We 
are modeled a planet orbiting a sun, i.e. Kepler low of planetary motion. 

 

Figure 6: Overview of animation of Kepler law of planetary motion in ‘CindyLab’ 
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Summary. The results of the Thirteenth International Scientific Seminar «Mathematical 
models and modeling in laser-plasma processes & advanced scientific technologies» 
(LPPM3-2015), held from 30 May to 6 June 2015 in Montenegro (Petrovac), summarizes the 
Program committee of the seminar. 
 

From 30 May to 6 June 2015 in Petrovac (Montenegro) was hosted the 13th 
International Seminar "Mathematical models and modeling in laser-plasma processes & 
advanced science technologies» (LPPM3-2015). Seminar organizers are Keldysh Institute of 
Applied Mathematics of the Russian Academy of Sciences, A.M. Prokhorov Institute General 
Physics of Russian Academy of Sciences and the University of Montenegro (Podgorica). 

 

 
Workshop participants LPPM3-2015, Petrovac, Montenegro. 

The seminar still retains an interdisciplinary directionality, based on the scientific 
methodology of mathematical modeling, which allows to consolidate scientists working in 
different subject areas: mathematics, physics, chemistry, biology, medicine, economics, and 
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history. The participants of the seminar have considered the problems of Software 
Engineering, Visualization and Computer Graphics, Parallel / Distributed Computing and 
Grid Computing, Networks Design, have formulated the problem to be solved. 

Journal «Mathematica Montisnigri» for many years supported the work of the seminar, 
publishing the best papers of participants in the form of scientific articles. In 2015, the 
publications of the reports of LPPM3-2015 Seminar contained in XXXIII volume. Publication 
of the proceedings of the seminar promotes the expansion of subjects of scientific areas 
covered in the pages of the journal, and supplementing the basic components of classical 
mathematics and mathematical modeling with new directions. 

The Seminar was attended by more than 140 well-known scientists from eleven 
countries: Russia, Spain, Germany, Montenegro, Serbia, Croatia, Republika Srpska, Bosnia 
and Herzegovina (Republika Srpska), Slovenia, Ukraine, Lithuania, United States of America. 
The Russian side was represented by the twelve institutes of Russian Academy of Sciences 
and by seven universities. 

The seminar included the plenary, invited and oral presentations, heard in two parallel 
sections: "Mathematical models and modeling in laser-plasma processes" and "Mathematical 
models and modeling in advanced science technologies." Part of the report was presented in 
the form of short messages. 

In natural science section of the seminar "Mathematical models and modeling in laser-
plasma processes" can be divided into four thematic categories: 
"Laser action"  
"Mathematical modeling"  
"Computational Mathematics"  
"Russian space". 

Under the heading "Laser action" discussed new experimental data on the problems of 
laser action on materials, were formulated directions for setting of computational experiments, 
the application of mathematical, numerical and computer modeling. 

Under the heading "Mathematical Modeling" efforts are mainly concentrated on the 
fundamental problems of development continuum and atomistic models, the development of 
methods of computational mathematics, studying laser physics, modeling a variety of 
applications of laser technology. The meeting discussed the latest achievements of 
fundamental and applied research in the field of laser material processing, synthesis and 
diagnostics for -nano, -pico, -femtosecond impact modes. Actual topics were problems of 
mathematical modeling of laser nanostructuring of generation of nanoparticles, pulsed laser 
deposition of thin films, the interaction of ultrashort laser pulses with materials and laser 
ablation. 

Under the heading "Computational Mathematics" were discussed problems of 
perfection of mathematical apparatus, including parallel algorithms for supercomputers 
required to study in different subject areas. 

Within the framework of the natural science section was made a number of reports 
under the heading "Russian Space", in which the problems of the development of strategies of 
research of systems of the outer planets, space monitoring , the development of surveillance 
systems and statistical data processing, as well as problems associated with modeling and 
visualization in real time Earth's surface to space simulators. 

During the seminar was held two thematic discussions in the form of "Round Table": 
"Scientific Life" (prof. A.A. Samokhin, A.M. Prokhorov GPI of RAS, prof. M. Gorbunov-
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Posadov, Keldysh IAM of RAS), where they discussed the problem of the reaction of the 
scientific community in the social events of recent years, as well as the opportunities and 
advantages of using multimedia in scientific publications. 

During the seminar were discussed the issues of further expansion of scientific 
cooperation between institutes of Russian Academy of Sciences and the Universities of 
Russia and Montenegro. Was considered the possibility of making a trilateral agreement on 
scientific cooperation between Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS, National 
Research Nuclear University "MEPhI" and the University of Montenegro. 

Residents of these scientific institutions professor V.I. Mazhukin (Keldysh IAM of 
RAS), professor I.N. Zavestovskaya (Director of the Institute of Magistracy of NRNU 
"MEPhI"), professor Pavicevic (University of Montenegro) came to the conclusion that 
formation of an official cooperation agreement will further expand the academic relations and 
the exchange of students and graduate students in educational programs. 

 
SOLUTIONS OF THE SEMINAR  

Made the following decisions:  
− fully intensify and develop international scientific cooperation in the field of 

application of methods of mathematical modeling;  
− support the basic principles of the seminar, intensifying its interdisciplinarity, 

involving for this scientists from different fields of science; 
− hold in 2016 two sessions of the International Scientific Seminar LPPM3: 14th - in the 

spring in Moscow and 15th - in the fall in Montenegro. 
For more information about preparation of of the seminar, the presentations and the 

annual session can be found at: http://lppm3.ru/. 
 
 

96



MATHEMATICA MONTISNIGRI    ACADEMIC LIFE 
Vol XXXIV (2015)      
      
    
   

2010 Mathematics Subject Classification:  00B20, 00A66, 97M10, 97M50.  
Key words and Phrases: Proceedings of conferences of general interest, Mathematical Modeling, 
Computational Mathematics, Laser Technology, Software Engineering, Visualization and Computer Graphics, 
Parallel/Distributed Computing, Networks Design, Russian Space. 

13-Й МЕЖДУНАРОДНЫЙ НАУЧНЫЙ СЕМИНАР 
«МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И МОДЕЛИРОВАНИЕ В 
ЛАЗЕРНО-ПЛАЗМЕННЫХ ПРОЦЕССАХ & ПЕРЕДОВЫХ 

НАУЧНЫХ ТЕХНОЛОГИЯХ» (LPPM3-2015). 

ПРЕДСЕДАТЕЛЬ ПРОГРАММНОГО КОМИТЕТА В.И. МАЖУКИН
 
 

 Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН 
Москва, Россия 

e-mail: vim@modhef.ru, web page: http://lppm3.ru/ 
 

Ключевые слова: Труды конференций, представляющих общий интерес, 
Математическое моделирование, Вычислительная математика, Лазерные технологии, 
Разработка программного обеспечения, Визуализация и компьютерная графика, 
Параллельные и распределенные вычисления, Дизайн сетей, Русский космос. 

Аннотация. Результаты Тринадцатого Международного научного семинара 
«Математические модели и моделирование в лазерно-плазменных процессах & 
передовых научных технологиях» (LPPM3-2015), проходившего с 30 мая по 6 июня 
2015 года в Черногории (Петровац), кратко обобщены программным комитетом 
семинара. 

 
С 30 мая по 6 июня 2015 года в городе Петровац (Черногория) состоялся 13-й 

Международный научный семинар «Математические модели и моделирование в 
лазерно-плазменных процессах & Передовых научных технологиях» (LPPM3-2015). 
Организаторами Семинара являются Институт прикладной математики им. М.В. 
Келдыша Российской академии наук, Институт общей физики им. А.М. Прохорова 
Российской академии наук и Университет Черногории (Подгорица).  

Семинар по-прежнему сохраняет междисциплинарную направленность, 
основывающуюся на научной методологии математического моделирования, которая 
позволяет объединить ученых работающих в различных предметных областях: 
математике, физике, химии, биологии, медицине, экономике, истории. Участниками 
семинара были рассмотрены проблемы разработки пакетов прикладных программ, 
визуализации и компьютерной графики, параллельных и распределенных вычислений, 
дизайна сетей и сформулированы проблемы подлежащие решению. 

Журнал «Mathematica Montisnigri» на протяжении многих лет поддерживает 
работу семинара, публикуя лучшие доклады участников в виде научных статей. В 2015 
году Публикации по докладам Семинара LPPM3-2015 содержатся в XXXIII томе 
журнала. Публикация материалов Семинара способствует расширению тематики 
научных направлений, освещаемых на страницах журнала, и дополняющих основные 
составляющие классической математики и математического моделирования новыми 
направлениями.  
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Участники семинара LPPM3-2015, г. Петровац, Черногория.  

В работе Семинара приняли участие более 140 известных ученых из одиннадцати 
стран: России, Испании, Германии, Черногории, Сербии, Хорватии, Республики 
Сербской, Боснии и Герцеговины (Республика Сербская), Словении, Украины, Литвы, 
Соединенных Штатов Америки. Российская сторона была представлена двенадцатью 
Институтами Российской Академии  Наук и семью Университетами.  

На семинаре были представлены пленарные, приглашенные и устные доклады, 
заслушанные на двух параллельных секциях: «Математические модели и 
моделирование в лазерно-плазменных процессах» и «Математические модели и 
моделирование в передовых научных технологиях». Часть докладов была представлена 
в форме кратких сообщений.  

В естественнонаучной секции семинара «Математические модели и 
моделирование в лазерно-плазменных процессах» можно выделить четыре 
тематических рубрик: 
«Лазерное воздействие» 
«Математическое моделирование» 
«Вычислительная математика» 
«Русский космос». 

В рубрике «Лазерное воздействие» обсуждались новые экспериментальные 
данные по проблемам лазерного воздействия на материалы, были сформулированы 
направления для постановки вычислительных экспериментов, применения 
математического, численного и компьютерного моделирования. 

В рубрике «Математическое моделирование» усилия в основном сосредоточены 
на фундаментальных проблемах разработки континуальных и атомистических моделей, 
развитии методов вычислительной математики, исследовании процессов лазерной 
физики, моделировании разнообразных приложений лазерной техники. На заседаниях 
обсуждались последние достижения фундаментальных и прикладных исследований в 
области лазерной обработки материалов, синтеза, и диагностики для –нано, –пико, –
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фемтосекундных режимов воздействия. Актуальными темами были проблемы 
математического моделирования процессов лазерного наноструктурирования 
генерации наночастиц, импульсного лазерного напыления тонких пленок, 
взаимодействия ультракоротких лазерных импульсов с материалами и лазерной 
абляции.  

В рубрике «Вычислительная математика» обсуждались проблемы 
совершенствования математического аппарата, в том числе параллельных алгоритмов 
для суперкомпьютеров, необходимых для исследования в различных предметных 
областях.  

В рамках естественнонаучной секции был сделан ряд докладов под рубрикой 
«Русский космос», в которых обсуждались проблемы разработки стратегий 
исследования систем внешних планет, наблюдения за космическими объектами, 
развития систем наблюдения и статистической обработки полученных данных, а также 
проблемы связанные с моделированием и визуализацией в реальном масштабе времени 
поверхности Земли для космических тренажеров.  

В ходе работы семинара состоялись две тематические дискуссии в форме 
«Круглого стола»: «Научная жизнь» (проф. А.А. Самохин, ИОФ им. А.М. Прохорова 
РАН, проф. М.М. Горбунов-Посадов, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН), где обсуждались 
проблемы реакции научного сообщества на общественные события последних лет, а 
также возможностях и преимуществах использования средств мультимедиа в научных 
публикациях. 

В рамках семинара состоялось обсуждение вопросов дальнейшего расширения 
научного сотрудничества между Институтами Российской Академии наук и 
Университетами России и Черногории. Была рассмотрена возможность заключения 
трехстороннего соглашения о научном сотрудничестве, между ИПМ им. Келдыша 
РАН, НИЯУ «МИФИ» и Университетом Черногории. Представители этих научных 
учреждений профессор В.И. Мажукин (ИПМ им. Келдыша РАН), профессор И.Н. 
Завестовская (Директор Института Магистратуры НИЯУ «МИФИ»), профессор 
Павичевич (Университет Черногории) пришли к выводу, что заключение официального 
Договора о сотрудничестве будет способствовать дальнейшему расширению научных 
связей и обмену студентами и аспирантами в рамках учебных программ. 

РЕШЕНИЯ СЕМИНАРА 

Были приняты следующие решения: 
− всемерно усиливать и развивать международное научное сотрудничество в 

области применения методов математического моделирования; 
− поддерживать основные принципы Семинара, усиливая его 

междисциплинарность, привлекая для этого ученых из различных областей 
науки; 

− провести в 2016 году две сессии Международного научного семинара LPPM3: 
14-й – весной в Москве и 15-й – осенью в Черногории. 

Подробную информацию о подготовке семинара, материалах выступлений и 
итогах ежегодных сессий можно найти на сайте: http://lppm3.ru/.  
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