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О НОВОЙ СХЕМЕ РАСЩЕПЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА 

В.Т. Жуков
1
, О. Б. Феодоритова

1
 

1
Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, Москва, Россия 

e-mail: zhukov@kiam.ru, feodor@kiam.ru 

Разработана новая схема расщепления по физическим процессам для 

интегрирования по времени системы нестационарных трехмерных уравнений динамики 

сжимаемого теплопроводного газа. Схема основана на разделении алгоритма решения 

уравнений Навье-Стокса на конвективный (гиперболический) и диффузионный 

(параболический) этапы. Интегрируя по дуальным объемам, ассоциированным с узлами 

неструктурированной сетки, запишем полудискретную схему 

( ) ( ) ( ) 0convdU dt F U F U F U      ,    (1) 

где 1 2 3( ,  ,  ,  ,  )U u u u E     – вектор неизвестных (плотность, компоненты вектора 

импульса и полная энергия) в узлах сетки,  – диагональная матрица, элементами 

которой являются дуальные объемы, , ,convF F F  – аппроксимации конвективного, 

вязкого и теплового потоков. Конвективные потоки определены с помощью решения 

задач Римана, диффузионные потоки – конечно-элементными аппроксимациями [1]. 

Проинтегрируем уравнение (1) по времени на интервале 1[ , ]n nt t  , где 1n n convt t    , 

conv  – некоторый шаг, ограниченный конвективным условием устойчивости. Расчет 

переменных 1nU   на слое 1nt   по значениям 1 2 3( ,  ,  ,  ,  )n TU u u u E      со слоя nt  

является двухэтапным. Гиперболический этап реализуется по схеме годуновского типа 

с шагом conv . Параболический этап состоит в интегрировании с шагом conv  уравнений 

 ,dH dt D V g dH dt D V g           . 

Здесь ,D D   – сеточные самосопряженные операторы, определяемые потоками 

,F F  . Далее H  , V  – векторы импульса и скорости, ,H V  – полная энергия 

 20.5E e u    и температура T . Предполагаем, что температура T  связана с 

внутренней энергией e  уравнением состояния ( )e e T . Параболический этап 

реализуется с помощью явно-итерационной чебышевской схемы [1] с числом итераций, 

определяемым шагом conv  и верхними границами операторов ,D D  .  

Достоинствами предложенной схемы являются выполнение законов сохранения и 

эффективность параллельной реализации. Численные эксперименты подтверждают 

работоспоспособность данного подхода. 

Благодарности: Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ №17-71-30014. 

Литература: 

1. Жуков В.Т., Феодоритова О.Б., Дубень А.П., Новикова Н.Д. “Явное интегрирование по 
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ВОПРОСЫ ЛИМИТИРОВАНИЯ В РАЗРЫВНОМ МЕТОДЕ ГАЛЕРКИНА 

М.Е.Ладонкина1, О.А.Неклюдова1, В.Ф.Тишкин1 

1Институт прикладной математики им. М.В.Келдыша РАН, Москва, Миусская пл., 4 

ladonkina@imamod.ru, nek_olga@mail.ru, v.f.tishkin@mail.ru 

В последние два десятилетия особенно активно развивается метод Галеркина с 

разрывными базисными функциями. Данный метод относится к численные методам 

высокой точности. Он обеспечивает заданный порядок точности, причем на 

неструктурированных сетках [1]. Как известно, для обеспечения монотонности 

решения, полученного данным методом, необходимо вводить так называемые 

ограничители наклона, или лимитеры, в особенности в том случае, если решение 

содержит сильные разрывы. В настоящее время, в ряде работ показано, что применение 

лимитеров может отрицательно сказаться на точности получаемого решения. Поэтому 

вопрос сохранения порядка точности решения и обеспечения монотонности решения в 

настоящий момент остается актуальным. 

В данной работе рассмотрены лимитирующие функции, наиболее часто 

применяемые в программных комплексах. Наиболее широко используемым для 

расчетов на тетраэдральных сетках, является классический лимитер Кокбурна [1]. 

Идею данного лимитера возможно реализовать в многомерном случае и на сетках 

произвольной структуры. Однако, данный лимитер, как и все TVD лимитеры снижает 

точность получаемого решения. Для структурированных сеток наиболее эффективным 

лимитером, сохраняющим повышенный порядок точности, является «моментный» 

лимитер [2]. Существуют и другие подходы к созданию лимитера повышенного 

порядка точности – это ограничитель на основе WENO-реконструкции [3] и 

сглаживающий оператор нового типа на основе усреднения решений, учитывающий 

скорость изменения решения и скорость изменения его производных [4]. Наиболее 

простым в реализации на многомерных неструктурированных сетках является Slope-

лимитер [5]. Однако и этот лимитер не лишен недостатков, т.к. его применение не 

гарантирует подавление нефизичных осцилляций. 
 

Благодарности: Исследование выполнено при поддержке гранта Российского 

научного фонда (проект № 17-71-30014). 
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2. Krivodonova L. Limiters for high-order discontinuous Galerkin methods// Journal of 

Computational Physics, 226:1 (2007), 276–296 
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In the past two decades, the Galerkin method with discontinuous basic functions has been 

actively developed. This method one of  the numerical methods of high accuracy. It provides 

a given order of accuracy even on unstructured grids [1]. As is known, to ensure the 

monotony of the solution obtained by this method, it is necessary to introduce so-called slope 

limiters, especially if the solution contains strong gaps. Currently, a number of papers have 

shown that the use of limiters can negatively affect accuracy of the resulting solution. 

Therefore, the question of preserving the order of accuracy of the solution and ensuring the 

monotony of the solution remains relevant today.  

In this paper, the limiting functions most often used in software packages are considered. 

The most widely used for calculations on tetrahedral grids is the classic Cockburn limiter [1]. 

The idea of this limiter can be implemented in the multidimensional case on the grids of 

arbitrary structure. However, this limiter, like all TVD limiters, reduces the accuracy of the 

resulting solution. For structured grids, the most effective limiter that maintains an increased 

order of accuracy is the “moment” limiter [2]. There are other approaches to creating a limiter 

of increased order of accuracy - this is a limiter based on WENO-reconstruction [3] and a 

smoothing operator of a new type based on averaging solutions, taking into account the rate of 

change of the solution and the rate of change of its derivatives [4]. The most simple to 

implement on multidimensional unstructured grids is the Slope limiter [5]. However, this 

limiter has its drawbacks, since its use does not guarantee the suppression of non-physical 

oscillations. 

Acknowledgments: The work was carried out with support by the Russian Science 

Foundation (grant № 17-71-30014). 
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  In [1, 2] we had proposed a method for constructing combined shock-capturing schemes that 
monotonically localize the shock and at the same time preserve increased accuracy in all areas 
of smoothness of the calculated weak solutions. In the combined scheme a basic non-
monotonic scheme is used, which has an increased order of convergence in the regions of 
shock influence. According to the basic scheme, the difference solution is constructed in the 
entire computational domain. In the vicinity of large gradients, where this solution has non-
physical oscillations, it is corrected by numerically solving internal initial-boundary value 
problems using one of the NFC (Nonlinear Flux Correction) schemes. The symmetric 
compact scheme [3] of the third order of weak approximation was used as the basic scheme  
in [1], and in [2] was used the Rusanov scheme [4] of the third order of the classical 
approximation. In both cases the CABARET scheme [5] of the second order on smooth 
solutions was used as the internal NFC scheme. 
  The main disadvantage of the combined schemes proposed in [1, 2] is that the corresponding 
basic and internal schemes have a significantly different type, which leads to certain 
difficulties in the implementation of the numerical algorithm on the boundary of the internal 
computational domain. Therefore, the purpose of this work is to study the possibility of 
constructing new combined schemes, in which this deficiency is absent. In these schemes the 
non-monotonic versions (without weights) of the WENO schemes [6] are used as the basic 
algorithms, and the NFC versions of these schemes (with appropriate weights) are used as the 
internal algorithms. 
 
Acknowledgements: The work was carried out with support by the Russian Science 
Foundation (grant No. 16-11-10033). 
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О ВОЗМОЖНОСТИ ПОСТРОЕНИЯ WENO-СХЕМ, СОХРАНЯЮЩИХ 
ПОВЫШЕННУЮ ТОЧНОСТЬ В ОБЛАСТЯХ ВЛИЯНИЯ УДАРНЫХ ВОЛН 

О. А. Ковыркина1, В. В. Остапенко1,2 
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  В [1, 2] предложен метод построения комбинированных схем сквозного счета, 
которые монотонно локализуют фронты ударных волн и в то же время сохраняют 
повышенную точность во всех областях гладкости рассчитываемых обобщенных 
решений. В комбинированной схеме используется базисная немонотонная схема, 
которая имеет повышенный порядок сходимости в областях влияния ударных волн. По 
базисной схеме разностное решение строится во всей расчетной области. В 
окрестностях больших градиентов, где это решение имеет нефизические осцилляции, 
оно корректируется путем численного решения внутренних начально-краевых задач с 
использованием одной из NFC (Nonlinear Flux Correction)  схем. В  качестве базисной 
схемы в [1] использовалась симметричная компактная схема [3] третьего порядка 
слабой аппроксимации, а в [2] – схема Русанова [4] третьего порядка классической 
аппроксимации. В обоих случаях в качестве внутренней NFC схемы использовалась 
схема CABARET [5] второго порядка на гладких решениях. 

  Основным недостатком комбинированных схем, предложенных в [1, 2], является 
то, что соответствующие им базисные и внутренние схемы имеют существенно 
различный тип, что приводит к определенным трудностям при реализации численного 
алгоритма на границе внутренней вычислительной области. Поэтому целью данной 
работы является изучение возможности построения новых комбинированных схем, в 
которых этот недостаток отсутствует. В этих схемах немонотонные варианты (без 
весов) схем WENO [6] используются в качестве основных алгоритмов, а NFC версии 
этих схем (с соответствующими весами) используются в качестве внутренних 
алгоритмов.  

Благодарности: Работа выполнена при финансовой поддержке Российского 
научного фонда (грант № 16-11-10033). 
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WEIGHT MODIFICATION OF IMPROBABLE EVENTS REGISTRATION 

ALGORITHM IN SUPERCOMPUTER SIMULATION OF RADIATION 

TRANSPORT 
 

Roman V. Uskov, Kseniya K. Inozemceva, Mikhail E. Zhukovsky 
Keldysh Institute for Applied Mathematics of RAS; Moscow, Russia 

roman.uskov@gmail.com  

Radiation transport simulation using Monte-Carlo method is based on random trajectories 

construction. The trajectories are constructed for particles of the photon-electron cascade [1] 

developed in matter. It is important to maximize statistical value of every trajectory. Problem 

becomes crucial in cases where measured value is contributed by improbable events. There are 

good examples of that scenario. First is measuring the flux of electrons emitting from thick 

plate being under X-radiation. Second is measuring the energy deposit into bremsstrahlung 

detector behind the target of the electron accelerator. 

Most of the photons in first example will either fly through the plate without interaction or 

interact with matter deep in the plate. The electrons burning as the result of the interaction are 

unable to emit and the photon trajectories in these cases will have zero statistical value. 

The bremsstrahlung photon in second example must interact within the lightweight detector 

rather than heavy target to have non-zero statistical value. The probability of this event is 

extremely low. That make modelling of such trajectories very inefficient. 

The general approach of solving such problems is developed. The idea is to introduce special 

“areas of interest” around the volumes where values involving electrons interaction are 

measured (charge, current, energy deposit). These areas are defined by bounding surfaces very 

similar to how objects and detecting areas are defined. The size of the area is chosen basing on 

the electron stopping path to maximize its (area) efficiency. 

Photon trajectories intersecting such areas are split into parts having corresponding statistical 

weight [2]. One part of the photon outside the area of interest interacts “as usual” while the 

others interact within the areas of interest explicitly. This allows generating the electron close 

to the area where it can give statistical contribution in the measured value. 

Supercomputer simulation examples showing the efficiency of the developed approach used 

for finely dispersed medium are given. 

 

Acknowledgments: This work is partially supported by Russian Fund for Basic Researches, 

grant N 18-01-00582. 
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ВЕСОВАЯ МОДИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА РЕГИСТРАЦИИ 

МАЛОВЕРОЯТНЫХ СОБЫТИЙ ПРИ СУПЕРКОМПЬЮТЕРНОМ 

МОДЕЛИРОВАНИИ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ 
 

Р.В. Усков, К.К. Иноземцева, М.Е. Жуковский, М.Б. Марков 

ИПМ им. М.В. Келдыша РАН 
roman.uskov@gmail.com 

 

Моделирование переноса излучения в веществе методом Монте-Карло, основано на 

построении случайных траекторий частиц каскада [1]. Максимизация статистического 

вклада траекторий частиц (статистической ценности траекторий) важна, когда 

измеряемая величина (значения функционала на пространстве решений уравнения 

переноса) определяется маловероятными событиями. Примерами, демонстрирующими 

проблему, являются оценка потока электронов, эмитирующих с граничных 

поверхностей объекта, находящегося под воздействием рентгеновского излучения, а 

также оценка энерговыделения в детекторе тормозного излучения, находящемся за 

мишенью, облучаемой электронами ускорителя. В первом примере большая часть 

фотонов будет пролетать через пластину без взаимодействия, их траектории будут иметь 

нулевую статистическую ценность. Во втором примере фотон должен 

взаимодействовать с легким детектором, чтобы внести статистический вклад в 

энерговыделение в данном детекторе. Однако большая часть генерируемого тормозного 

излучения будет взаимодействовать с тяжелой мишенью, а не с легким детектором, что 

делает моделирование таких траекторий статистически неэффективным. 

Разработан общий подход к решению указанных проблем. Идея заключается во 

введении специальных «областей интереса» – объемов вокруг детекторов, 

регистрирующих электроны (энерговыделение, поток электронов, ток, заряд). Эти 

объемы описываются ограничивающими поверхностями. Размер области выбирается 

таким образом, чтобы ее границы отстояли от границ детектора на расстояние, равное 

тормозному пути электрона. 

Фотонная траектория, пересекающая такую область, разбивается на две части, 

имеющие соответствующие статистические веса. Фотон одной части моделируется 

«обычным» образом. Фотон другой части явно взаимодействует внутри «области 

интереса». Это позволяет генерировать электроны в непосредственной близости от 

детектора, значительно увеличивая статистическую ценность траектории фотона. 

Подобное расщепление траектории [2] дает электрону высокую вероятность пересечь 

детектор и оставить в нем соответствующий вклад в измеряемую величину. 

Проведены примеры суперкомпьютерного моделирования переноса излучения в 

мелкодисперсных средах с применением разработанного подхода. 
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The work is devoted to the numerical simulation of a gas-metal-liquid jet formation during 

the initiation of a charge of solid explosive inside the shell device. The purpose of the study is 

to optimize the form of the squib used in the oil and gas industry. The advantage of 

cumulative perforators over other technological schemes is the ability to create elongated 

channels in complex targets. 

The paper proposed a mathematical model for calculating the initiation of a shaped charge, 

followed by deformation and destruction of the charge body, the appearance of a cumulative 

jet penetrating through the metal layer and casing. The shape of the inner shell, called the 

liner, significantly affects to the cumulative jet characteristics. The outer shell of the 

projectile, as a rule, is made of steel, the inner one can be made of both steel of various 

thickness, and of aluminum, copper, tungsten or other metals. You can achieve an increase in 

the length of the channel in the target by 20-25% due to changes in the parameters of the liner. 

In experimental and theoretical works, it was found that at angles less than 13o the jet has 

insufficient force. When the angle at the tip of the liner cone changes from 13o to 46o, the jet 

speed gradually increases, and then at jet angles greater than 46o the jet speed decreases.  

The original program code was created based on a mathematical model [1], which allowed 

to calculate the detonation of solid explosives, deformation of the igniter shell when varying 

the following parameters: the material of the outer shell and liner, explosive, and the shape of 

the squib.  

Mathematical modeling of charge initiation with subsequent penetration of a cumulative jet 

into a combined barrier allows optimizing the charge characteristics and cumulative perforator 

design taking into account the geometry of the charge arrangement, as well as improving the 

hydrodynamic connection between the oil and gas reservoir and well. The reservoir 

macrofracturing is simulated by splitting the Lagrangian computational grid. 

It is established that for a given form of steel pyrocartridge, the speed of the jet 

substantially depends on the angle and has a maximum value of 4785 m/sес at an angle of a 

conical liner of 38 °.  

Acknowledgements: This work was supported by a grant from the Russian Foundation for 

Basic Research №18-07-01303 А. 
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Работа посвящена численному моделированию формирования газо-металло-

жидкостной струи при инициировании заряда твердого ВВ внутри оболочного 

устройства. Цель исследования - оптимизация формы пиропатрона, используемого в 

нефтегазовой промышленности. Преимущество кумуляционных перфораторов над 

другими технологическими схемами заключается в возможности создания 

протяженных каналов в комплексных мишенях. 

В работе предложена математическая модель, которая дает возможность рассчитать 

инициирование кумулятивного заряда с последующей деформацией и разрушением 

корпуса заряда, возникновением кумулятивной струи, проникающей через слой 

металла и обсадной колонны. На характеристики кумулятивной струи существенно 

влияет форма внутренней оболочки, называемой лайнером. Внешняя оболочка снаряда, 

как правило, стальная, внутренняя может изготавливаться, как из стали различной 

толщины, так и из алюминия, меди, вольфрама или других металлов. За счет изменения 

параметров лайнера можно добиться увеличения протяженности канала в мишени на 

20-25%. В экспериментальных и теоретических работах установлено, что при углах 

менее 13o струя имеет недостаточную пробивную силу. Изменение угла при вершине 

конуса лайнера от 13o до 46o дает постепенное возрастание скорости струи со 

снижением эффективности при углах больше 46o.  

Был создан собственный программный код на основе математической модели [1], 

позволяющий проводить численные эксперименты по расчету детонации твердых ВВ, 

деформировании оболочки пиропатрона при варьировании следующих параметров:  

материала внешней оболочки и лайнера, ВВ, и формы пиропатрона.  

Математическое моделирование процесса инициирования заряда с последующим 

прониканием кумулятивной струи в комбинированную преграду позволяет 

оптимизировать характеристики заряда и конструкцию перфоратора с учетом 

геометрии расположения зарядов, а также улучшения гидродинамической связи между 

продуктивным пластом и скважиной. Моделирование макроразрушения пласта 

осуществляется путем расщепления лагранжевой расчетной сетки. 

Установлено, что при заданной форме стального пиропатрона скорость струи 

существенно зависит от угла и имеет максимальное значение 4785 м/с при угле 

раскрытия конического лайнера в 38о. 
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Some problems in estimations of scientific and trade union activities with different 
approaches are discussed. Despite the all differences in this approaches it is useful to consider 
their common features. One of these features is a human factor which plays significant role 
even in exact sciences not to mention about other branches of science or trade union activities. 
The human factor problem was discussed many times, in particular, in references [1-5] but it 
should be discussed more and more. It is evident, for example from recent text and remark 
academician Vasil’ev V.A. and RAS president Sergeev A.M. [6-7]. Analysis of human factor 
manifestations in science and different scientific communities is given in the present 
communication. 
Acknowledgements: The author is thankful to T.A. Sushkevich for additional information on 
publications about Russian science life. 
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Обсуждаются некоторые проблемы, возникающие при использовании различных 
подходов для оценки научной и профсоюзной деятельности. Несмотря на все различия 
этих подходов целесообразно рассмотреть общие их проявления. Одним из таких 
аспектов является человеческий фактор, роль которого оказывается весьма велика даже 
в точных науках, не говоря уже о других разделах науки или профсоюзной 
деятельности. Эта проблема уже неоднократно затрагивалась, в частности, в 
публикациях [1-5], но к ней необходимо возвращаться снова и снова. Это видно, 
например, по недавним выступлениям академика Васильева В.А. и президента РАН 
Сергеева А.М. [6-7]. Анализ проявлений человеческого фактора в науке и различных 
организациях ученых составляет основное содержание данного сообщения. 
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We will denote by D  and    the disk   1z z   and circle  1z z  , respectively. The chord 

of the disk D, ending in point  ie     and forming with a radius at this point angle 

 2 2,  / ,  /     will be denoted by  ,h   . Let M be an arbitrary Borel measurable set 

on ,  mesM Lebesgue measure of the set M and   ,1М
М

z z


      1 / 2 1   . We 

will consider sets M for which 0.mesM   

Lemma. If :f D D  is holomorphic function and        
 

1
2

,

, 1 ,f

h

l f z f z dz


 

       

then
 

 
,
lim ,  .

h x
f z D

   
    

Theorem. If :f D D  is holomorphic function and     
1

2

1 ,

М

f z f z dxdy


   

  

,z x iy   then: i) for each  2 2,  / ,  /    ,  ,fl   is a summable function of the 

argument ,  ;ie М     ii) exists set ,  ,Е Е М mesE mesM , that for each fixed

,  ,ie Е      ,fl    is a summable function of the argument  2 2,  / ,  / ;     

iii) the function f on the set E has angular limit values; iv)  ,fl      for all values

,  ,ie Е     and all  2 2,  / ,  / .     

In [4, 5], interesting boundеd holomorphic functions  ,  ,  ,f f z c z D   such that 

 
D

f z dxdy    were constructed. Then for    1 / ,  ,f z f z c z D  the following holds: 

    
1

2

1 1 1 .
D

f z f z dxdy


     

Corollary. Let the holomorphic function f  satisfy the conditions of the Theorem, and  

1 1,  ,Е Е М  be the set of all points iе    for which there are angular boundary values  if e 

and   1.if e    Then 1 0.mesE   
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Через ,  D   и  ,h    обозначим соответственно круг   1 ,z z  окружность    1 ,z z   

и хорду круга ,D  окончающуюя в точке ie     и образующую с радиусом в этой 

точке угол  2 2,  / ,  /    , M произвольное измеримо по Борелю множество на ,

mesM  Лебегова мера множества  М и   ,1М
М

z z


     
1

1
2
   . Будем 

рассматривать множества М для которых 0.mesM   

Лемма . Если :f D D  голоморфна  функция и 

      
 

1
2

,

, 1 ,f

h

l f z f z dz


 

       тогда  
 

 
,
lim ,  .

h x
f z D

   
     

Теорема. Если :f D D  голоморфна  функция и     
1

2

1 ,

М

f z f z dxdy


   

  z=x+iy, 

тогда: i) для каждого  2 2,  / ,  /    ,  ,fl   являтся суммируемой функцией 

аргумента ,  ;ie М    ii) существует множество ,  ,Е Е М mesE mesM что для 

каждого фиксированного ,  ,ie Е      ,fl   являтся суммируемой функцией 

аргумента  2 2,  / ,  / ;     iii) функция  f   на множестве Е  имеет угловые 

предельные значения;   iv) функция  ,fl      для всех значений ,  ,ie Е     и всех

 2 2,  / ,  / .     

В [4,5] построене интересные ограниченные  голоморфные функции  ,  ,  ,f f z c z D   

у которых   .
D

f z dxdy   Тогда дял         
1

2

1 / ,  ,  1 .
D

f z f z c z D f z f z dxdy


      

Следствие. Если для  голоморфной  функции f   из теореми множество 
1 1,  ,Е Е М  

множество точек iе    для  которих сущствуют  угловые граничные значения  if e   и 

  1,if e    тогда 
1 0.mesE    
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КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ МОДЕЛЬ ГАЗОДИНАМИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ НА 
ОСНОВЕ РАЗРЫВНОГО МЕТОДА ГАЛЕРКИНА: ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ И 

ВТОРОЕ НАЧАЛО ТЕРМОДИНАМИКИ 

Криксин Ю.А.1, Тишкин В.Ф.1 
1ИПМ им. М.В.Келдыша РАН, Миусская пл., 4, Москва 125047, Россия  

e-mail: kriksin@imamod.ru 

Рассмотрены энтропийно устойчивые методы решения газодинамических задач на 
основе разрывного метода Галеркина (РМГ). Вместе с традиционно используемыми 
законами сохранения массы, импульса и полной энергии предлагаемые методы 
учитывают второе начало термодинамики, количественным выражением которого 
служит энтропийное условие.  

В предлагаемой конечно-элементной модели газодинамического течения 
используются дискретные аналоги законов сохранения и энтропийного неравенства, 
которые выполняются в каждом конечном элементе.1-3 

Само по себе выполнение  дискретных аналогов законов сохранения и энтропийного 
неравенства, вообще говоря, не обеспечивает устойчивости численного решения. 
Ключевую роль играет выбор множества допустимых конечно-элементных 
аппроксимаций, связанных с РМГ, при помощи которых строится это численное 
решение. Установлено, что монотонность конечно-элементных аппроксимаций тесно 
связана с  подавлением паразитных осцилляций численных решений и выполнением 
энтропийного условия. 

Формальное выполнение энтропийного условия, вообще говоря, недостаточно для 
получения физически реализуемых численных решений. Например, единственным 
источником производства энтропии в случае уравнений Эйлера являются ударные 
волны. Тем не менее, многие известные численные методы, такие как схема Годунова, 
различные версии РМГ и другие алгоритмы производят в ряде случаев избыточную 
энтропию из-за чего численные решения становятся нефизическими (задача 
Эйнфельдта). Предложенный подход более точно учитывает энтропийное условие для 
уравнений Эйлера по сравнению с другими известными методами. 
Благодарности: Авторы благодарят Российский научный фонд за финансовую 
поддержку (проект № 17-71-30014) и центр информационных технологий университета 
Гронингена (Нидерланды) за предоставленную возможность проведения расчетов. 
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FINITE ELEMENT MODEL OF A GASDYNAMIC FLOW ON THE 
DISCONTINUOUS GALERKIN METHOD BASIS: CONSERVATION LAWS AND 

THE SECOND LAW OF THERMODYNAMICS 
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1Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS, Miusskaya sq. 4, Moscow 125047, Russia 

e-mail: kriksin@imamod.ru 

The entropy stable methods for solving gasdynamic problems based on the discontinuous 
Galerkin method (DGM) are considered. The proposed methods take into account the second 
law of thermodynamics, the quantitative expression of which is the entropic condition, 
together with the traditionally used laws of conservation of mass, momentum and total 
energy. 

Discrete analogues of conservation laws and entropic inequality are used in the proposed 
finite element model of a gasdynamic flow, which are satisfied in each finite element.1-3 

In itself, the implementation of discrete analogues of conservation laws and the entropy 
inequality, generally speaking, does not ensure the stability of a numerical solution. A key 
role is played by the choice of the set of admissible finite-element approximations associated 
with the DGM, with the help of which this numerical solution is constructed. It is established 
that the monotonicity of finite element approximations is closely related to the suppression of 
parasitic oscillations of numerical solutions and the fulfillment of the entropy inequality. 

The formal fulfillment of the entropy condition, generally speaking, is not enough to obtain 
physically feasible numerical solutions. For example, the only source of entropy production in 
the case of the Euler equations is shock wave. Nevertheless, many well-known numerical 
methods, such as the Godunov scheme, different versions of the DGM and other algorithms, 
in some cases, produce excessive entropy because of which the numerical solutions become 
nonphysical (Einfeldt's problem). The proposed approach more accurately takes into account 
the entropy condition for the Euler equations as compared to other known methods. 
Acknowledgements: The authors thank the Russian Science Foundation for financial support 
(project No. 17-71-30014) and the Center for Information Technology of the University of 
Groningen (Netherlands) for the assistance in performing calculations. 
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АДАПТАЦИЯ СЕТОК И ДИНАМИЧЕСКАЯ БАЛАНСИРОВКА ЗАГРУЗКИ ДЛЯ 

ВЫСОКОПРОИЗВОДИТЕЛЬНЫХ МУЛЬТИФИЗИЧЕСКИХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

О. Г. Ольховская, Д. С. Бойков, С. К. Григорьев, А. С. Болдарев, М. В. Якобовский, 

В. А. Гасилов 
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Большинство стратегий эффективных вычислений предполагают сеточную 

адаптацию. Прямоугольные сетки часто рассматриваются и применяются как основа 

для эффективных алгоритмов динамической сеточной адаптации. Измельчение 

производится путем последовательного разбиения кубической ячейки на октанты, 

образуя таким образом сетку со структурой восьмеричного дерева. Такая технология 

активно используется; например, она является основной в пакете OpenFOAM и 

единственной в FlowVision. Библиотека программ на C++ с использованием MPI для 

параллельной обработки восьмеричных сеток PABLO успешно используется в 

гидродинамическом проекте MEMPHIS. В настоящей работе мы уменьшили 

вычислительные затраты и улучшили точность посредством внедрения технологии 

динамической сеточной адаптации в объектно-ориентированный код MARPLE 3D 

(ИПМ им. М. В. Келдыша РАН). 

Преимуществом восьмеричных сеток является их прямоугольная основа, 

допускающая трехиндексную адресацию элементов. Желательно сохранить такое 

описание также и для сложной геометрии. Мы вводим также четвертый индекс s – 

уровень дробления ячейки, s = 0 для первоначальной (нераздробленной) ячейки. 

Наши алгоритмы обработки сеточных данных основаны на теории 

пространствозаполняющих кривых. Модифицированный код Мортона используется 

для структур элементов, помечаемых набором из четырех индексов. 

Модифицированная кривая Пеано применяется для трехмерных областей произвольной 

формы. Мы предпочитаем явно отделить топологию сетки от геометрии расчетной 

области, чтобы использовать в каждом случае оптимальную кривую. 

Применение параллельных вычислений в парадигме MPI предполагает разбиение 

адаптивной сетки, т. е. поддержку древесной структуры в распределенной системе. 

Кроме того, проблемой является балансировка нагрузки, так как каждая операция 

измельчения ячейки увеличивает количество ячеек на 7, что в наихудшем случае может 

увеличить нагрузку отдельного MPI-процесса в 8 раз. Также следует учесть 

необходимость поддержки вертикальных связей в древесной структуре. Возможное 

решение заключается в передаче дерева ячеек целиком при перебалансировке. 

Начальная статическая балансировка нагрузки проводится с использованием кривой 

Гильберта – Пеано, адаптированной к произвольной расчетной области. После 

адаптации сетки применяется диффузионная балансировка вдоль 

пространствозаполняющей кривой. 

Что касается «фиктивных» ячеек для межпроцессорных обменов, так как единицей 

информации является первичная ячейка, она должна включаться целиком, со всеми 

своими дочерними ячейками. Ширина слоя «фиктивных» ячеек определяется шаблоном 

используемой конечноразностной схемы. 
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We reduced computational costs and improved accuracy by incorporating a new adaptive 

mesh refinement technique in an object-oriented code for HPC multiphysics simulations. Data 

structures based on combination of space-filling curves were developed for 3D octree meshes. 

New diffusion dynamic load balance algorithms were implemented. The appropriate C++ 

software is designed for MPI parallelism using distributed memory and domain 

decomposition. 

Most strategies of efficient computations involve adaptive mesh refinement (ARM). In 

practice rectangular meshes are usually considered and applied as a basis for resource 

efficient dynamic mesh refinement algorithms. Refinement is performed by recursive 

subdivision of a cube (or cartesian cuboid) cell into octants thus producing an octree mesh. 

This technique is actively used; for example, it is the main one in the OpenFOAM package 

and the only one in the FlowVision package. C++/MPI library for parallel linear 

octree/quadtree PABLO is successfully employed in CFD project MEMPHIS. We have more 

than ten-year experience in HPC multiphysics simulations and now reduce computational 

costs and improve accuracy by incorporating AMR technique in object-oriented code 

MARPLE 3D (KIAM RAS). 

An advantage of the octree mesh is its rectangular nature allowing three-index description. 

It is preferable to retain this description for complex geometry as well. We also introduce the 

fourth index s, which is the level of the cell subdivision, s = 0 for an initial (undivided) cell. 

Our mesh data processing algorithms are based on space-filling curves theory. Modified 

Morton code is implemented for structures of elements labeled with a set of four indices, and 

modified Peano curve is implemented for arbitrary shaped 3D domains. We prefer to separate 

explicitly the topology of the mesh and the geometry of the computational domain in order to 

apply the optimum curve in each case. 

The implementation of parallel computing in the MPI paradigm involves the 

decomposition of adaptive mesh, i. e. maintaining tree structure in a distributed system. In 

addition, load balancing is a problem, because one refinement operation increases the number 

of cells by 7, which in the worst case can increase 8 times the load of an individual MPI 

process. One must also take into account the need to maintain vertical relationship in the tree 

structure. The solution is to transfer a complete tree of cells when rebalancing, including those 

that belong to the same subdivision tree, but are not used in any way in the calculations for 

the MPI process under consideration. Static initial load balancing is carried out using the 

Hilbert-Peano curve adapted to an arbitrary domain. Diffusion balancing is applied along the 

space-filling curve after mesh refinement. 

As for halo cells for interprocessor exchanges, since the primary cell is considered to be a 

unit of information, it should be included as a whole, with all its child cells. The width of the 

halo is determined by the finite-difference scheme stencil. 
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Modern high-tech construction materials are designed to withstand loads of various nature 

under conditions of the complex physical effects, for instance, radiation and heat fluxes, 

mechanical tension etc. The protective coating of satellite being under space radiation is an 

example of the material in question. There is a problem of creation of the materials resistant to 

external influence of various nature. One of the promising ways to solve this problem is the use 

of composite materials of the finely dispersed structure. 

A complex model for supercomputing the parameters of radiation-induced 

thermomechanical fields in heterogeneous media of complex dispersed structure is developed. 

A technique for calculating the parameters of the photon-electron cascade generated in the 

object by the interaction of radiation with matter is worked out. A geometric model of the 

medium with a direct resolution of its microstructure is worked out. A part of the geometric 

description of the medium is a model of the detecting system for the statistical evaluation of the 

energy deposit density of radiation. The detection system is adaptive to the complex structure 

of the medium and is constructed as a set of non-intersecting spherical detectors. Energy deposit 

of radiation is a source of thermodynamic processes. The approximation technique based on 

the neural networks is developed for transferring the results of statistical modeling of the energy 

deposit from used detector system to the thermodynamic spatial greed [1]. 

The ideal hydrodynamic Euler model of the compressible medium dynamics in a 

conservative form is chosen as the basis for the modeling of thermomechanical processes [2]. 

The results of demonstration calculations of thermomechanical fields parameters are presented. 

The applications of the developed simulation tool are presented in terms of results obtained 

using the hybrid computing cluster K-100 (http://www.kiam.ru/MVS/resourses/k100.html ). 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАДИАЦИОННО-ИНДУЦИРОВАННЫХ 
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Современные высокотехнологичные конструкционные материалы проектируются с 

учетом устойчивости к физическим факторам различной природы, таким как, например, 

нагрев, радиация, механические напряжения и т.д. Примером такого материала является 

защитное покрытие спутника, подвергающееся воздействию космического излучения. 

Одним из перспективных способов повышения его функциональных характеристик 

является использование композиционных материалов тонкодисперсной структуры. 

Разработана комплексная модель для суперкомпьютерного исследования параметров 

радиационно-индуцированных термомеханических полей в гетерогенных средах со 

сложной дисперсной структурой. Построен способ расчета параметров фотон-

электронного каскада, генерируемого в объекте при взаимодействии излучения с 

веществом. Создана геометрическая модель среды с прямым разрешением ее 

микроструктуры. Составной частью геометрического описания среды является модель 

детектирующей системы для статистической оценки энерговыделения излучения. 

Детектирующая система адаптирована к неоднородной структуре среды и представляет 

собой множество непересекающихся друг с другом сфер. На основе нейронных сетей 

разработана методика аппроксимации энерговыделения, полученного детектирующей 

системой, на термомеханическую разностную сетку [1]. 

Основой для расчета термомеханических процессов выбрана идеальная 

гидродинамическая модель Эйлера динамики сжимаемой среды в консервативной форме 

[2]. Приведены результаты демонстрационных расчетов параметров термомеханических 

полей. 

Представленные результаты моделирования получены на гибридном вычислительном 

кластере К-100 (http://www.kiam.ru/MVS/resourses/k100.html ).  
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ОБ АЛГОРИТМЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПЕРЕНОСА ПРОТОНОВ  

С УЧЕТОМ ЯДЕРНОГО РАССЕЯНИЯ 

Подоляко С.В., Казымов Ш.А., Марков М.Б., Паротькин С.В., Тараканов И.А. 
ИПМ им. М. В. Келдыша РАН, Москва, Россия 

psv66@mail.ru 

Перенос протонов в веществе сопровождается рассеянием. Оно обусловлено взаимо-

действием протонов с электронной подсистемой и с ядрами атомов рассеивающей среды. 

В результате взаимодействия с электронной подсистемой атомов среды протоны те-

ряют энергию непрерывно, практически не меняя направления движения. Ядерные вза-

имодействия имеют относительно небольшие сечения, но могут сопровождаться не 

только большими изменениями импульса протона, но и ядерными реакциями [1]. 

Разработаны алгоритмы переноса протонов, которые реализованы для кусочно-одно-

родных сред в приближении непрерывного замедления при рассмотрении процесса пе-

реноса без учета ядерного рассеяния [2]. 

Для учета ядерного рассеяния построен статистический алгоритм на основе модели 

индивидуальных соударений [3]. 

С применением алгоритма проведены сравнительные расчеты модифицированных 

кривых Брэгга без учета ядерного рассеяния и с учётом этого процесса (рис. 1). 

 

Рис. 1. Модифицированные кривые Брэгга для переноса протонов 

 с линейчатым спектром в диапазоне 80÷120 МэВ в смоле 
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ON AN ALGORITHM OF THE SIMULATING THE PROTON TRANSPORT  

CONSIDERING THE NUCLEAR SCATTERING 

Sergey V. Podolyako, Shamil A. Kazymov, Mikhail B. Markov,  

Sergey V. Parotkin, Iliya A. Tarakanov 
Keldysh Institute for Applied Mathematics of RAS; Moscow, Russia 

psv66@mail.ru  

Proton transport in matter is accompanied by scattering. It is due to the interaction of protons 

with the electron subsystem and with the nuclei of atoms of the scattering medium. 

As a result of interaction with the electron subsystem of the atoms of the medium, protons 

lose energy continuously, practically without changing the direction of motion. Nuclear inter-

actions have relatively small cross sections but can be accompanied not only by large changes 

in the proton momentum, but also by nuclear reactions [1]. 

Developed proton transport algorithms are implemented for piecewise homogeneous media 

in the continuous slow down approximation when considering the transport process without 

nuclear scattering [2]. 

A statistical algorithm based on the model of individual collisions [3] considering the nuclear 

scattering is constructed. 

The comparative calculations of the modified Bragg curves aside the nuclear scattering and 

regarding this process are carried out using the developed algorithm (fig. 1). 

 
Fig. 1. Modified Bragg curves for proton transport 
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LOWER-BOUND ESTIMATE FOR MINIMUM OF HOLOMORPHIC FUNCTION 
MODULES

A.Yu. Popov
E-mail: elena.alferova@gmail.com

For each holomorphic function f in the disk |z| < r1, we consider

a real-variable function

m(f ; r) = min
|z|=r
|f(z)|, 0 ≤ r < r1.

Theorem. Let R > 0 and function

f(z) =
∞∑
k=ν

akz
k, aν 6= 0,

(ν is the index of the first non-zero term of the series)

is holomorphic in the disk |z| < 3R and H1-norm

||f || = sup
0<x<3R

1
2π

2π∫
0

|f(xeiϕ)|dϕ < +∞.

The following inequality is true:

max
R
3
≤r≤R

m(f ; r) > |aν |2R2ν

6||f || .

Also, a more general results of lower-bound estimate for value max
qR≤r≤R

m(f ; r) by means of

||f ||−d, d > 0, q ∈ (0, 1) is deduced. The integral norm of function f is calculated on the circle of
radius AR, where A > 1 is a certain function of parameters q and d.
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ОЦЕНКА СНИЗУ МИНИМУМА МОДУЛЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 

А.Ю. Попов

E-mail: elena.alferova@gmail.com

Каждой функции, аналитической в круге |z| < r1, поставим в соответствие функцию
действительной переменной r:

m(f ; r) = min
|z|=r
|f(z)|, 0 ≤ r < r1.

Доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть R > 0, функция

f(z) =
∞∑
k=ν

akz
k, aν 6= 0,

(ν - номер первого ненулевого коэффициента степенного ряда)

аналитична в круге |z| < 3R и обладает конечной H1-нормой

||f || = sup
0<x<3R

1
2π

2π∫
0

|f(xeiϕ)|dϕ < +∞

Тогда выполняется неравенство

max
R
3
≤r≤R

m(f ; r) > |aν |2R2ν

6||f ||

Получены также более общие результаты об оценке снизу величины max
qR≤r≤R

m(f ; r) через

||f ||−d, d > 0, q ∈ (0, 1). Интегральная норма функции f берется на окружности радиуса
AR, где A является некоторой функцией параметров q и d.
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FINDING OPTIMAL ITERATION PARAMETERS FOR SOLVING PROBLEM OF 

ELASTIC BODIES CONTACT INTERACTION BY MEANS OF  

DOMAIN DECOMPOSITION METHOD 

P.S. Aronov
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,  A.S. Rodin
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Keldysh institute of applied mathematics RAS , Moscow, Russia 
2
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Accounting of contact interaction of the adjoining details allows to receive more exact assessment 

of the strain-stress distribution (SSD) of the considered construction. In the majority of situations it is 

not possible to solve a contact problem analytically therefore apply numerical simulation. For problem 

discretization usually use the finite-element method. The most widespread methods allowing to 

consider necessary boundary conditions on contact surface are penalty function method, Lagrange 

multiplier method or their combination [1], but there are also alternative methods, in particular, 

domain decomposition method (DDM). The main advantage of DDM are data of a solution of the 

general problem of contact interaction of several bodies to the sequence of solutions of standard 

problems of mechanics for each body separately within iterative process. In work several versions of 

DDM are considered. These versions differ from each other in order of setting kinematic (Dirichlet 

condition) and stress (Neumann condition) conditions on a contact surface on different iterations. In 

particular, it is algorithms Neumann- Dirichlet, Neumann-Neumann and Dirichlet - Dirichlet [2].  

A number of two-dimensional problems with the contact surface having the irregular geometrical 

shape are considered. The research of dependence of iterative process convergence on the choice of 

iterative parameter is conducted. Two algorithms allowing to calculate best values of parameter are 

offered. Comparison of the results received by means of different versions of DDM and Lagrange 

multiplier method is executed. Influence of the choice of conditions on the contact surface, cases of 

use of conforming and nonconforming meshes are considered. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ИТЕРАЦИОННЫХ ПАРАМЕТРОВ ДЛЯ 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УПРУГИХ ТЕЛ 

МЕТОДОМ ДЕКОМПОЗИИ ОБЛАСТИ  
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, М.П Галанин
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Учет контактного взаимодействия соприкасающихся деталей позволяет получить 

более точную оценку напряженно-деформированного состояния (НДС) 

рассматриваемой конструкции. В большинстве ситуаций решить контактную задачу 

аналитически не представляется возможным, поэтому применяют численное 

моделирование. Для дискретизации задачи обычно используют метод конечных 

элементов. Самыми распространенными методами, позволяющими учесть 

необходимые граничные условия на поверхности контакта тел, являются метод 

штрафных функций, метод множителей Лагранжа или их комбинации [1], но 

существуют и альтернативные методы, в частности, метод декомпозиции области 

(МДО). Главным преимуществом МДО является сведение решения общей задачи 

контактного взаимодействия нескольких тел к последовательности решений 

стандартных задач механики для каждого тела по отдельности в рамках итерационного 

процесса. В работе рассмотрены несколько вариантов МДО, которые отличаются друг 

от друга порядком постановки кинематических (условие Дирихле) и силовых (условие 

Неймана) условий на контактной поверхности на различных итерациях. В частности, 

это алгоритмы Нейман-Дирихле, Нейман-Нейман и Дирихле-Дирихле [2].  

На примере решения ряда двумерных задач с контактной поверхностью, имеющей 

сложную геометрическую форму, проведено исследование зависимости сходимости 

итерационного процесса от выбора итерационного параметра. Предложены два 

алгоритма, позволяющие вычислять  оптимальные значения параметра.  Выполнено 

сравнение результатов, полученных с помощью различных вариантов МДО и метода 

множителей Лагранжа. Рассмотрено влияние выбора условий на поверхности контакта, 

случаи использования согласованных и несогласованных сеток. 
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НЕЛИНЕЙНО-ОПТИЧЕСКИЕ СРЕДЫ, ЛЕГИРОВАННЫЕ ИОНАМИ Tm3+ 
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Возможности создания эффективных лазерно-нелинейных сред, работающих в 

видимой и ближней ИК-области спектра представляют несомненный интерес. 

Наибольшее внимание привлекают компактные, химически и термически стабильные 

твердотельные нелинейно-оптические материалы, легированные ионами РЗ металлов. В 

то же время лазеры на основе кристаллов, легированных ионами Tm
3+

, отличаются 

высокой эффективностью и широкой спектральной полосой генерации. 

В настоящей работе были исследованы некоторые оксидные монокристаллы, 

легированные ионами Tm
3+

, а именно: SrMoO4, кристаллизующийся в структуре 

шеелита; Ca3(VO4)2 со структурой витлокита; Sr0.61Ba0.39Nb2O6 (SBN:61), имеющий 

структуру тетрагональной вольфрамовой бронзы. Эти структуры относятся к частично 

неупорядоченным структурам, что дает широкие возможности для изменения их 

характеристик за счет замещения ионов матрицы ионами РЗ элементов, при этом 

локальная компенсация заряда может быть осуществлена за счет катионных и/или 

кислородных вакансий. SrMoO4 является известной и высокоэффективной Рамановской 

средой. SrMoO4, легированный редкоземельными ионами, объединяет лазерные и ВКР 

свойства, и может быть использован для создания Рамановского лазера, работающего в 

спектральном диапазоне от 1,06 мкм до 5 мкм [1]. Ca3(VO4)2 был ранее исследован как 

высокотемпературный сегнетоэлектрик (TC=1383K), для генерации второй гармоники и 

вынужденного комбинационного рассеяния (ΩR=854 см
-1

). Относительно недавно 

Ca3(VO4)2:Tm
3+

 был предложен в качестве новой кристаллической среды для 2-мкм 

лазеров [2]. SBN:61 твердый раствор является эффективной фоторефрактивной средой. 

Электрооптические коэффициенты данных кристаллов являются самыми высокими 

среди оксидных материалов [3]. 

Монокристаллы SrMoO4 и Ca3(VO4)2 выращены методом Чохральского, SBN:61 

получен модифицированным способом Степанова. Исследованы концентрационные 

ряды легированных кристаллов и определена изоморфная емкость легирующего иона 

для каждой матрицы. Рассмотрены варианты расположения легирующего иона Tm
3+

 в 

кристаллической ячейке в зависимости от особенностей структуры исследуемого 

материала. Проведено сравнение индивидуальных характеристик легированных Tm
3+

 

материалов в контексте лазерно-нелинейных сред. Проанализированы 

спектроскопические и лазерные свойства полученных монокристаллов. 
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It is known that the application of metal electrodes on the surface of crystals of polar cuts 

leads to aging and degradation, and the nature of the electrodes significantly affects the 

measured electrophysical parameters. For the first time this phenomenon was observed by us 

on lithium iodate crystals (α-LiIO3) and well studied. [1] This phenomenon is due to the 

different chemical activity of the crystal surfaces perpendicular to the polar axis with applied 

conductive coatings. This leads to electrochemical self-decomposition of the polar crystal 

surfaces and manifests itself in spontaneous generation of electromotive force (EMF) and 

short-circuits currents (SCC). [2]. This phenomenon is characteristic only  for polar crystals 

and only for the samples, which were cut in perpendicular direction to polar axis, is supported 

by fixed short-circuits currents under room temperature for all investigation polar and the 

polar-neutral crystals (LiNbO3, KH2PO4, etc.). 

In recent years, we have been actively studying the manifestation of this phenomenon in 

the practically important crystals of the langasite group: lanthanum – gallium tantalate crystal 

La3Ta0.5Ga5.5O14 and lanthanum – gallium silicate La3Ga5SiO14 are of interest as piezoelectric 

material. Physical properties of these crystals make possible their wide application in 

piezoelectronics and in the production of high-temperature devices.  

The technology of high temperature devices based on crystals of the langasite group 

includes the coating of the surfaces of their polar cuts with the thin layer of a metal 

conducting material. Application of the metal electrodes leads to the degradation of surfaces, 

which shortens the lifetime of devices, especially at the high temperatures. The investigation 

of electrophysical properties of the structure «electrode / crystal/ electrode» is necessary to 

understand the processes of degradation. The influence of the electrode material on the 

electrical parameters was investigated. The following conductive coating materials were used: 

iridium (Ir), gold (Au), gold with а titanium sublayer (Au(Ti)), silver with а chromium 

sublayer (Ag(Cr)) and tantalum (Ta). Analysis of the data confirms that the polar cut of 

crystals of the langasite group with coated electrodes in essence is the electrochemical cell. 

This phenomenon was previously described on the other crystals. [1]. The electrochemical 

interaction of the conductive coatings with the surfaces of the crystals of the langasite group 

leads to the degradation of the conductive coating. To study the interaction a method of 

current spectroscopy has been used in the temperature range from 20 to 600 oC.  

Thus, identifying the causes and nature of changes in the state of the crystal, which 

manifests itself in the anomalous behavior of some properties of crystals of the langasite 

group and the occurrence of SCC, is not only of practical interest, but also important for 

fundamental studies of a number of polar crystals. 
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 Известно, что нанесение металлических электродов на поверхность кристаллов 

полярных срезов приводит к старению и деградации, а природа электродов 

существенно влияет на измеряемые электрофизические параметры. Впервые это 

явление наблюдалось нами на кристаллах иодата лития (α-LiIO3) и хорошо изучено [1]. 

Данное явление обусловлено различной химической активностью поверхностей 

кристаллов, перпендикулярных полярной оси, с нанесенными на них проводящими 

покрытиями. Это приводит к электрохимическому саморазложению поверхностей 

полярных кристаллов и проявляется в самопроизвольного возникновения ЭДС и токов 

короткого замыкания (ТКЗ). [2]. Данный эффект характерен только для полярных 

кристаллов и только для образцов, которые были вырезаны перпендикулярно полярной 

оси, и наблюдается в виде ТКЗ уже при комнатной температуре во всех исследуемых 

кристаллах полярных и полярно-нейтральных классов (LiNbO3, KH2PO4 и др.).). 

 В последние годы мы активно изучаем проявления этого феномена в 

практически важных кристаллов группы лангасита: лантан – галлиевого танталата 

La3Ta0.5Ga5.5O14 и лантан – галлиевого силиката La3Ga5SiO14, которые представляют 

интерес в качестве пьезоэлектрического материала. Физические свойства этих 

кристаллов делают возможным их широкое применение в пьезоэлектронике и в 

производстве высокотемпературных приборов.  

 Технология высокотемпературных устройств на основе кристаллов группы 

лангасита включает покрытие поверхностей их полярных срезов тонким слоем 

металлического проводящего материала. Исследование электрофизических свойств 

структуры «электрод / кристалл / электрод» необходимо для понимания процессов 

деградации. Использовались следующие проводящие материалы покрытия: иридий (Ir), 

золото (Au), золото с подслоем титана (Au(Ti)), серебро с подслоем хрома (Ag(Cr)) и 

тантал (Ta). Анализ данных подтверждает, что полярные срезы кристаллов группы 

лангасита с нанесенными на них электродами, в сущности, представляют собой 

электрохимическую ячейку. Это явление было ранее описано на других кристаллах. [1]. 

Электрохимическое взаимодействие токопроводящих покрытий с поверхностями 

кристаллов группы лангасита приводит к деградации проводящих покрытий. Для 

исследования взаимодействия использован метод спектроскопии тока в интервале 

температур от 20 до 600 оС.  

 Таким образом, выявление причин и характера изменения состояния кристалла, 

проявляющегося в аномальном поведении некоторых свойств кристаллов группы 

лангасита и возникновении ТКЗ, представляет не только практический интерес, но и 

важно для фундаментальных исследований ряда полярных кристаллов. 
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Для математического прогнозирования стохастических процессов в нелинейных средах 
строится метод определения выборочного коэффициента корреляции для нестационарных 
временных рядов. Отличие от стационарного случая состоит в том, что одновременно с 
величиной коэффициента корреляции строятся эмпирические статистики оптимальной длины 

выборки и доверительного интервала, содержащего коэффициент корреляции в наибольшем 
числе случаев. Вместо изучения одной из возможных реализаций временного ряда 
предлагается рассмотреть ансамбль случайных траекторий, порождаемых эмпирической 
функцией распределения.  Модель предлагается для описания изменения во времени 
функционалов, заданных на случайных траекториях и имеющих практическое значение. Это, 
например, индикатор уровня загрязнения мегаполиса в виде средней концентрации вредных 
веществ за определенный период времени, аналогичный индикатор изменения 

эпидемиологической обстановки в регионе, функционал эффективности управления 
загрязнением в виде снижения уровня загрязнения в результате определенных действий и т.п. С 
этой целью рассматривается кинетическое уравнение Фоккера-Планка для выборочной 
плотности функции распределения случайных величин, наблюдаемых на практике в виде 
временных рядов. 
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EXTREME POINTS OF MULTIDIMENSIONAL FUNCTIONS 
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Abstract.  In this paper we give a generalizatio of the notion of the extremum of a real 

function to the multidimensional case. Our aim consists in the fact that in this generalization 

the usual properties. 
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